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Gramaticas Regulares

Gramaticas lineares a direita ou a esquerda

Gramaticas lineares a direita ou a esquerda sao aquelas cujas regras
o — B atendem as seguintes condic¢oes:

» o cEN;

> B e (Xu{e})(NU{e}) se linear a direita, ou

B € (NU{e})(XU{e}) se linear a esquerda.

Demonstra-se que as gramaticas lineares a esquerda ou a direita
geram exatamente a mesma classe de linguagens. Portanto, é
indiferente 0 emprego de uma ou outra dessas duas variantes de
gramatica, ja que ambas possuem a mesma capacidade de
representacao de linguagens.
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Gramaticas Regulares

Gramaticas regulares

Por esse motivo, as gramaticas lineares a direita ou a esquerda séo
também denominadas gramaticas regulares. Este termo serve para
designar ambos os tipos de gramatica linear. As linguagens geradas
por gramaticas regulares recebem o nome de linguagens regulares.
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Gramaticas Regulares

Gramaticas lineares nao-unitarias

Alguns autores consideram as seguintes extensdes na definicdo das
regras o — B de gramaticas lineares a direita e a esquerda:

> aEN;

> B eX*(NU{e}) se linear a direita, ou

B € (NU{e})L* se linear a esquerda.

Nessas extensoes, admite-se uma quantidade qualquer de simbolos
terminais no lado direito das produg¢des gramaticais, € ndo no maximo
um, como foi estabelecido na definicdo original. Tais extensdes em
nada alteram a classe de linguagens representaveis por esses tipos
de gramaticas, constituindo o seu uso mera conveniéncia. O Teorema
1.1 traz a demonstragdo dessa equivaléncia.

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 16 de novembro de 2023 6/412



Gramaticas Regulares

Equivaléncia unitarias/nao-unitarias

Teorema

Teorema 1.1 “Se G, € uma gramatica composta apenas de
producdes do tipo o« — B,a € N, € *(NU{e}), entdo existe uma
gramatica equivalente G, composta apenas de produgdes do tipo
o—B,aeN,Be(Zu{e})(NU{e})”

G, pode ser obtida a partir de G; pelo Algoritmo 1.1, o qual substitui
as regras o — 3, € £*N, por um conjunto equivalente de novas
regras o' — B',B' € (Zu{e})(NU{e}).!

Tal tipo de gramatica recebe, em alguns textos, a denominagdo de gramatica
linear unitaria a direita.
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Gramaticas Regulares

Equivaléncia unitarias/nao-unitarias

Algoritmo

Algoritmo 1.1 “Mapeamento das producdes de uma gramdtica linear a
direita, na forma o — B, B € Z*(NU{¢e}), em conjuntos de produgées
equivalentes, na forma o — B, B € (EU{e})(NU{e}).”
» Entrada: uma gramdtica linear a direita Gy = (V1,X,P1,S1), cujas
produgdes sdo da forma a — B, € X*(NU{e});
» Saida: uma gramdtica linear a direita G, = (Vo,X,P3,5>), tal que
L(G») = L(G)) e cujas produgdes sdo todas da forma
o— B, c(Zufe})(NU{e});
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Gramaticas Regulares

Equivaléncia unitarias/nao-unitarias

Algoritmo

Meétodo:
Q N, Ny,
Q P« 0
© Paracada o — B € P, =0y...0,K, con K e NU{e} en >0, faca:
> Sef=¢ BeX BEN,ouf €N, entdo P, + P,U{cc — B}
> Se|B|>2eP €L ouseja, se B € LLYY, entdo:
> Ny N U{Yy, Yo, Y}
> P+ PyU{a— oY, Y1 =Y, ...V 02— 0y 1 Yy,
Yy _>Gn}
> Se|B|>=3eP XN, ouseja, se p € LXL*N, entdo:
> Ny Ny U{X1, X2, ... X1}
> P+ PU{a— 01X, X| = 02Xa,.... X2 = 61 Xp—1, Xu—1 — 0K}
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Gramaticas Regulares

Equivaléncia unitarias/nao-unitarias

Algoritmo semelhante pode ser facilmente desenvolvido para o caso
das gramaticas lineares a esquerda, de forma a obter uma gramatica
equivalente cujas regras sejam do tipo:

o—B,aeN,pe(NU{e})(Zu{e})

também conhecida como gramatica linear unitaria a esquerda.
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Gramaticas Regulares

Equivaléncia unitarias/nao-unitarias

Exemplo

Exemplo 1.1
Considere-se a gramdtica G1:

S1 — abcdP

P — ¢fP

P = 0

0 — ¢
Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1
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Gramaticas Regulares

Equivaléncia unitarias/nao-unitarias

Exemplo

A aplicacdo do Algoritmo 1.1 resulta na gramadtica G,:

S — aP
P, — bP,
P, — cP;
P; — dP
P — ePy
Py — fP
P — Q0
0 — ¢
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Gramaticas Regulares

Equivaléncia unitarias/nao-unitarias

Exemplo

A titulo de ilustragdo, considerem-se as derivacdes da sentenca abcdefg,
respectivamente em G e Gy:

> S, L abedP 2 abedefP L abedefo & abedefs

> S g% aP g% abP, g% abcP3 g% abcdP g% abcdePy g% abcdefP g% abcdefQ g%
abcdefg

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 16 de novembro de 2023 13/412



Gramaticas Regulares

Gramatica e linguagem linear

Uma gramatica linear (ndo necessariamente a esquerda ou a direita)
€ uma gramatica que possui no maximo um unico simbolo
nao-terminal do lado direito das suas regras. Assim, gramaticas
lineares a esquerda ou a direita sdo casos particulares de gramaticas
lineares: toda gramatica linear a esquerda ou a direita € também uma
gramatica linear porém o inverso nem sempre € verdadeiro. A
linguagem gerada por uma gramatica linear é chamada de linguagem
linear, e esta nao é necessariamente uma linguagem regular.
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Gramaticas Regulares

Gramatica linear e linguagem nao-linear

Exemplo 1.2

A gramdtica linear apresentada a seguir baixo gera uma linguagem linear que ¢ livre
de contexto e nao-regular, conforme serd visto mais adiante:

S — aSa
S = b
Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1
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Gramaticas Regulares

Equivaléncia direita/esquerda

Teorema

Teorema 1.2 “Se G; € uma gramatica linear a direita unitaria, entao
existe uma gramatica linear a esquerda unitaria G, tal que

L(Gy) = L(G»), e vice-versa.”

O Algoritmo 1.2 mostra como se pode mapear as regras de uma GLD
G, nas regras de uma GLE G,, de tal forma que L(G;) = L(G;). O
mesmo algoritmo pode ser usado, no sentido inverso, para mapear as

regras de uma GLE G, nas regras de uma GLD Gy, de tal forma que
L(G)) =L(Gy).
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Gramaticas Regulares

Equivaléncia direita/esquerda

Algoritmo

Algoritmo 1.2 “Obtencdo de uma GLE que gera a mesma linguagem que
uma GLD”
» Entrada: uma GLD unitdria Gy = (V,%,P,S); é importante que S ndo
compareca do lado direito de nenhuma regra do conjunto P (veja
observagdo v abaixo );2

» Saida: uma GLE unitdria G, = (V,X,P',S) tal que L(Gy) = L(G,);

2Se este for 0 caso, pode-se criar um novo simbolo ndo-terminal Z, para ser usado
como nova raiz da gramatica, e adicionar a regra Z — S a mesma.
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Gramaticas Regulares

Equivaléncia direita/esquerda

Algoritmo

» Método: o conjunto de regras de G, (P') é obtido a partir do conjunto de
regras de G (P), conforme o mapeamento da Tabela 1.
Tabela 1: Mapeamento de GLD em GLE para L e vice-versa

GLD GLE Observagdo
S—u S—u i)
S—UA | A—Uu ii)
A—u | S—>Au iii)
A—uB | B—Au iv)

16 de novembro de 2023 18/412
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Gramaticas Regulares

Equivaléncia direita/esquerda

Exemplo

Exemplo 1.3
Considere a gramdtica linear a direita G definida a seguir:

S — aX (1)
X — bX (2)
X — bY 3)
Y — ¢Y (4)
Y —» ¢ (5)

A gramitica G| gera uma linguagem sobre o alfabeto {a,b,c} tal que as suas
sentengas:

@ Iniciam com um tnico a;
@ Continuam com um ou mais b;
© Terminam com zero ou mais c.
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Gramaticas Regulares

Equivaléncia direita/esquerda

Exemplo

Pelo Algoritmo 1.2, obtemos a gramatica linear a esquerda G:

X — a (6)
X — Xb (7)
Y - Xb (8)
Y —» Yc (9)
S — Y (10)
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Gramaticas Regulares

Equivaléncia direita/esquerda

Exemplo

Exemplo 1.4
Considere a gramatica linear a esquerda G| definida a seguir:

S - Y (11)
Y — Yc (12)
Yy - X (13)
X — Xb (14)
X — ab (15)
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Gramaticas Regulares

Equivaléncia direita/esquerda

Exemplo

Observe que a linguagem deste exemplo (L(G1)) é a mesma do Exemplo 1.3. Pelo
Algoritmo 1.2, obtemos a gramdtica linear a direita G:

Y — ¢ (16)
Y — Y (17)
X — Y (18)
X — bX (19)
S — abX (20)

Note que a regra € 3.16 obtida a partir da 3.11, a regra 3.17 é obtida a partir da 3.12 ¢
assim por diante. Observe ainda que L(G;) = L(Gy).
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Gramaticas Regulares

Linguagem reversa GLD/GLE

Teorema

Teorema 1.3 “Se G’ é uma gramatica linear a direita, entdo existe
uma gramatica linear a esquerda G” tal que L(G") = LR(G').”

A obtencédo de uma GLE G” a partir de uma GLD G’ pode ser feita de
acordo com o Algoritmo 1.3. Para isto, € suficiente reverter o lado
direito das regras de G'.
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Gramaticas Regulares

Linguagem reversa GLD/GLE

Algoritmo

Algoritmo 1.3 “Obtencdo de uma GLE que gera LR a partir de uma GLD
que gera L.”

» Entrada: uma gramdtica linear a direita G' = (V,X,P',S);

» Saida: uma gramdtica linear a esquerda G" = (V, X, P".S), tal que
L(G") =L*(G);
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Gramaticas Regulares

Linguagem reversa GLD/GLE

Algoritmo

» Método: o conjunto de regras de G" (P") é obtido a partir do conjunto
de regras de G' (P'), conforme o mapeamento da Tabela 2.

Tabela 2: Mapeamento de GLD em GLE para L

GLD GLE
S—u | S—uk

S— uA | S — AuR

A—u | A—uR
A — uB | A— BuR
Com G" assim construida, é possivel demonstrar que L(G") = LR(G'). Note

que G é, por construgao, linear a esquerda. De maneira similar, é possivel
obter um algoritmo que constréi uma GLD G" a partir de uma GLE G’ tal

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 16 de novembro de 2023 25/412



Gramaticas Regulares

Linguagem reversa GLD/GLD

Teorema

Teorema 1.4 “Se G’ é uma gramatica linear a direita, entdo existe
uma gramatica linear a direita G” tal que L(G") = LR (G')”
A obtencdo de uma GLD G” a partir de uma GLD G’ é uma
decorréncia dos resultados anteriores, como mostra o Algoritmo 1.4.
Na pratica, o Algoritmo 1.4 (e a Tabela 3) incorpora as seguintes
acoes que também podem ser executadas de forma independente:
@ Obtencado de uma GLE Gg a partir da GLD G’ conforme o
Algoritmo 1.2 (neste caso, L(Gg) = L(G'));
© Obtencado de uma GLD G” a partir da GLE G conforme o
Algoritmo 1.3 (neste caso, L(G") = LR(Gg) = LR (G")).
O mapeamento da GLD que gera L em outra GLD que gera LF pode,
portanto, ser feito de forma direta, num Unico passo, ou entdo em dois
passos com a obtencao de uma GLE intermediaria.
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Gramaticas Regulares

Linguagem reversa GLD/GLD

Algoritmo

Algoritmo 1.4 “Obtengdo de uma GLD que gera L¥ a partir de uma GLD
que gera L.”
» Entrada: uma gramdtica linear a direita G' = (V,X,P',S); é importante
que S ndo compareca do lado direito das regras de G';

» Saida: uma gramdtica linear a direita G" = (V, X, P".S), tal que
L(G") =L*(G');
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Gramaticas Regulares

Linguagem reversa GLD/GLD

Algoritmo

» Método: o conjunto de regras de G" (P") é obtido a partir do conjunto
de regras de G' (P'), conforme o mapeamento da Tabela 3.

Tabela 3: Mapeamento de GLD em GLD para LR

Marcus Ramos (UNIVASF)

GLD GLD
S—u | S—uR
S—uA | A— uf
A—u | S—uRA
A— uB | B— uRA

LFA 2010-1
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Gramaticas Regulares

Exemplo 1.5
Considere a gramética linear a direita G’ definida a seguir:

S — aS
S — bS
S — P

P — QO
0O — cR
R — dR
R — d

L(G') corresponde ao conjunto das cadeias w sobre {a,b,c,d} tais que:
Qv comeca com zero ou mais simbolos a ou b;
@ w continua com exatamente dois simbolos c;
© w termina com um ou mais simbolos d.
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Gramaticas Regulares

Exemplo

Continuagao

Inicialmente, é necessdrio incluir a regra Z — S, onde Z € a nova raiz de G, a fim de
eliminar a raiz do lado direito das regras:

zZ
aS
bS

cQ
cR
dR

QO v yra va ¢«
N A A
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Gramaticas Regulares

Exemplo

Continuagao

Uma gramética linear 2 esquerda Gg, tal que L(Gg) = L(G'), pode ser obtida pela
aplicacdo do Algoritmo 1.2:

N X QO W uvu t!r »1n
N A A
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Gramaticas Regulares

Exemplo

Continuagao

A titulo de ilustragdo, considerem-se as derivagdes da sentenca abaccdd,
respectivamente em G’ € Gg:

> SE s abs & abas & abaP & abacQ & abaceR S abaccdR S abacedd

> 7% Rd % Rdd % Qcdd % Pecdd % Scedd % Saccdd % Sbaced %
Sabaccdd g§ abaccdd
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Gramaticas Regulares

Exemplo

Continuagao

Uma gramatica linear a direita G”, tal que L(G") = LR (G ), pode ser obtida pela
aplicacdo do Algoritmo 1.3:

aS
bS

cP
cQ
dR
dR

N X QO W uvu t!r »1n
N A A A
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Gramaticas Regulares

Exemplo

Continuagao

Logo, L(G") = LR(G") é tal que:
@ w comeca com um ou mais simbolos d.
@ w continua com exatamente dois simbolos c;

© w termina com zero ou mais simbolos a ou b;

Note que G’ e G” sdo ambas lineares a direita e, além disso, L(G") = LR (G').
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Gramaticas Regulares

Exemplo 1.6
Considere a gramética linear a direita G’ definida a seguir:

S — aS
S —- X
X — bX
X — Y
Y — ¢Y
Y — ¢

L(G') corresponde ao conjunto das cadeias w sobre {a,b,c} tais que:
@ w comeca com zero ou mais simbolos a;
©@ w continua com zero ou mais simbolos b;

© w termina com zero ou mais simbolos c.
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Gramaticas Regulares

Exemplo

Continuagao

Inicialmente, é necessdrio incluir a regra Z — S, onde Z € a nova raiz de G, a fim de
eliminar a raiz do lado direito das regras:

Z
aS

bX

cY

NN X X 1 n
A A N
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Gramaticas Regulares

Exemplo

Continuagao

Uma gramética linear 2 esquerda Gg, tal que L(Gg) = L(G'), pode ser obtida pela
aplicacdo do Algoritmo 1.2:

S — €
S — Sa
X = S
X — Xb
Yy - X
Y — Yc
Z — Y
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Gramaticas Regulares

Exemplo

Continuagao

Uma gramdtica linear a direita G”, tal que L(G") = LR (Gg), pode ser obtida pela
aplicacdo do Algoritmo 1.3:

S — €
S — aS
X — S
X — bX
Yy —- X
Y — ¢Y
Z — Y
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Gramaticas Regulares

Exemplo

Continuagao

Logo, L(G") = LR(G") é tal que:
@ w comeca com zero ou mais simbolos c.
@ w continua com zero ou mais simbolos b;
© w termina com zero ou mais simbolos «;

Note que G’ e G” sdo ambas lineares 2 direita e, além disso, L(G") = LR (G').
Note, ainda, que G” pode ser obtida diretamente a partir de G’ (com a nova raiz Z)
pela aplicacdo do Algoritmo 1.4.
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Gramaticas Regulares

Exercicio

@ Obter gramaticas lineares a direita que geram as linguagens
cujas sentencas estao descritas a seguir;

© Repita, obtendo gramaticas lineares a esquerda.
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Gramaticas Regulares

Exercicio
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 201

Comegam com ag;

Nao comegam com ag;

Terminam com bbb;

Nao terminam com bbb;

Contém a subcadeia aabbb;

Possuem comprimento maior ou igual a 3;
Possuem comprimento menor ou igual a 3;
Possuem comprimento diferente de 3;
Possuem comprimento par;

Possuem comprimento impar;

Possuem comprimento mdltiplo de 4;
Possuem quantidade par de simbolos a;
Possuem quantidade impar de simbolos b.
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Gramaticas Regulares

Exercicio

@ Obter gramaticas lineares (a direita ou a esquerda) unitarias que
geram as linguagens cujas sentengas estao descritas a seguir.
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Gramaticas Regulares

Exercicio
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
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Comegam com ag;

Nao comegam com ag;

Terminam com bbb;

Nao terminam com bbb;

Contém a subcadeia aabbb;

Possuem comprimento maior ou igual a 3;
Possuem comprimento menor ou igual a 3;
Possuem comprimento diferente de 3;
Possuem comprimento par;

Possuem comprimento impar;

Possuem comprimento mdltiplo de 4;
Possuem quantidade par de simbolos a;
Possuem quantidade impar de simbolos b.
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Linguagens regulares

Conjuntos e expressodes regulares sédo notagdes alternativas utilizadas
para representar a classe de linguagens mais simples que se

conhece: a classe das linguagens regulares, a mais restrita dentro da
Hierarquia de Chomsky.
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Conjuntos regulares

Definicao

Conjuntos regulares sobre um alfabeto finito X s&o linguagens
definidas recursivamente da seguinte forma:

1. @ é um conjunto regular sobre X;
2. {&} é um conjunto regular sobre X;
3. {0},Vo € X, é um conjunto regular sobre X.
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Conjuntos regulares

Definicao

Se X e Y sdo conjuntos regulares sobre ¥, entdo também sao
conjuntos regulares sobre X:

4. (X);
5. XUY;
6. X-Y, também denotado XY;
7. X*.
Diz-se que um determinado subconjunto de X* € um conjunto regular

se ele puder ser formulado através do uso combinado dessas regras
apenas.
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Conjuntos regulares

Exemplo

Exemplo 2.1

Seja L={0"1" | m > 0,n > 0} sobre £ ={0,1}. A linguagem L é formada por
sentengas em que a concatenagdo de um nimero arbitrario de simbolos “0”
(incluindo nenhum) se concatena com a concatenac¢do de um nimero também
arbitrario de simbolos “1” (incluindo nenhum):

L=1{¢,0,1,00,01,11,..}

Considerem-se as linguagens sobre X, abaixo discriminadas:

L = {0}

L, = {1}

Ly = {0°]i>0}

Ly = {1']i>0}

Ls = {0°17|p=>0,9>0}

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 16 de novembro de 2023 47/412



Conjuntos e Expressoes Regulares

Conjuntos regulares

Exemplo

Os conjuntos L; e L, s@o conjuntos regulares sobre ¥, por definicdo. L3 e Ls sdo
obtidos a partir de L; e L,, respectivamente, pela aplicacdo da operacdo fechamento
reflexivo e transitivo, ou seja, L3 = L} e L4 = L. Por sua vez, o conjunto Ls = L pode
ser expresso pela concatenacao dos conjuntos L3 e Ly, isto é, Ls = L3L4. Dessa
maneira, demonstra-se que L = {0™1" | m > 0,n > 0} é um conjunto regular sobre
{0,1}. Na notagdo dos conjuntos regulares, L pode ser denotado por {0}*{1}*.
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Conjuntos regulares
Exemplo

Exemplo 2.2

A linguagem N formada pelos nimeros naturais decimais € um conjunto regular

sobre o alfabeto dos algarismos ardbicos e pode ser representada através do seguinte
conjunto regular:

{07 17273747576777879}{07 1’2’3’4’5’6’7’ 879}*
Se D={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, entdo N = DD".

O conjunto R dos nimeros reais decimais sem sinal € um conjunto regular sobre
DU{.}, e pode ser representado por:

DD*{.}D* UD*{.}DD*
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Conjuntos regulares
Exemplo

Observe-se que a defini¢do acima inclui niimeros iniciando ou terminando com o
caractere “.” (como, por exemplo, .315 ou 47.), porém exclui da linguagem a cadeia
“”. O conjunto P dos nimeros em ponto flutuante com expoente (denotado por “E”)

e sinal opcional (“+” ou “—") pode ser representado por:
{+,—, e (DD*{.}D* UD*{.}DD"){E}{+,—,e}DD*

Assim, por exemplo, 27 € N,915.4 € Re —211.56E + 3 € P. Deve-se notar que
NCRCP,P#AReR#N.
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Exercicio

@ Obter conjuntos regulares que representam as linguagens cujas
sentencas estéo descritas a seguir.
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Exercicio
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 201

Comegam com ag;

Nao comegam com ag;

Terminam com bbb;

Nao terminam com bbb;

Contém a subcadeia aabbb;

Possuem comprimento maior ou igual a 3;
Possuem comprimento menor ou igual a 3;
Possuem comprimento diferente de 3;
Possuem comprimento par;

Possuem comprimento impar;

Possuem comprimento mdltiplo de 4;
Possuem quantidade par de simbolos a;
Possuem quantidade impar de simbolos b.
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Fechamentos

A definigao de conjuntos regulares envolve a aplicacdo de trés
operacoes ja estudadas para os conjuntos: unido, concatenacao e
fechamento reflexivo e transitivo. No caso do fechamento, no entanto,
cabem algumas observagdes adicionais validas para o caso em que o
seu operando seja ndo apenas um alfabeto, conforme anteriormente
mencionado, mas eventualmente uma linguagem, como ocorre na
definicdo acima.

Seja L uma linguagem qualquer, e considerem-se as novas linguagens
L* e L™ obtidas pela aplicacéo, respectivamente, das operagdes de
fechamento reflexivo e transitivo e do fechamento transitivo sobre L.
Neste caso, deve-se observar que, diferentemente do que ocorre com
os alfabetos, as seguintes identidades sédo verdadeiras:

> [t=L*seeel
> LT=L"—{e}seed¢lL
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Expressdes regulares

Definicao

Como alternativa para a representacao dos conjuntos regulares,
visando obter maior concisao e facilidade de manipulacao, Kleene
desenvolveu, na década 1950, a notagdo das expressoes regulares.
Da mesma forma como ocorre para os conjuntos regulares, as
expressoes regulares sobre um alfabeto X podem também ser
definidas recursivamente como segue:

1. 0 € uma expressao regular e denota o conjunto regular 0;
2. € € uma expressdo regular e denota o conjunto regular {&};

3. Cada 0,0 € X, é uma expressao regular e denota o conjunto
regular {c},0 €%;
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Expressdes regulares

Definicao

Se x e y sdo expressdes regulares sobre ¥ que denotam,
respectivamente, os conjuntos regulares X e Y, entao:

4. (x)

5. x|youx+y
6. x-youxy
7. x*

também sao expressodes regulares e denotam, respectivamente, os
conjuntos regulares X,XUY,XY e X*.
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Conjuntos regulares e expressodes regulares

Note-se a eliminagao, nas expressdes regulares, do uso dos simbolos
“{” e “}”, bem como a substituicdo do simbolo de unido (“U”) por um
simbolo “+” ou “|” (a critério de cada autor). Visando tornar ainda mais
cbmoda a utilizacao das expressoes regulares, admite-se a eliminacao
dos pares de parénteses envolvendo sub-expressdes que contenham
seqliéncias exclusivas de operadores, de unidao ou de concatenacao,
uma vez que se trata de operagdes associativas. Sao designadas
precedéncias distintas para as trés operacoes, reduzindo ainda mais a
necessidade de emprego de parénteses nas expressodes regulares.
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Precedéncias

Tabela 4: Precedéncia dos operadores nas expressoes regulares

Precedéncia Operador Representacao
Mais alta Fechamento x*
Intermediaria | Concatenacao X-y Oou xy
Mais baixa Uniao x|youx+y

Os parénteses sdao empregados para modificar localmente a
precedéncia ou a associatividade predefinida dos operadores, assim
como ocorre nas expressoes aritméticas tradicionais da matemética.
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Exemplo

Exemplo 2.3

A expresséo regular (ab | ¢*) = ((ab) | ¢*) = ((ab) | (¢*)) representa o conjunto
{ab,€,c,cc,ccc...}. A expressdo regular a(b | ¢)* representa o conjunto {a, ab, ac,
abc, abb, acc, ...}. Finalmente, (ab | ¢)* representa o conjunto {&, ab, ¢, abc, cab,
abab, cc, ...}
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Abreviacao

Uma abreviacdo muito comum consiste na substituicdo da expressao
regular xx* por x*, denotando com isso o conjunto regular
correspondente ao fechamento transitivo de X (que € composto por
todas as cadeias de comprimento maior ou igual a 1 que podem ser
construidas sobre o conjunto X).
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Exemplo

Exemplo 2.4
Considerem-se o alfabeto ¥ = {a,b,c,d} e os dois subconjuntos A = {a},B = {b,c}.

A seguir sdo apresentadas diferentes linguagens sobre X, definidas através da notagao
dos conjuntos e das expresdes regulares:

» Sentengas que possuem no minimo um simbolo a:
Y*AX*ou (a|b|c|d)a(a|b|c|d)*

» Sentengas que possuem exatamente dois simbolos a:
E-AVAZ-AAX—A)*ou(b|c|d)*alb|c|d)*alb|c|d)*

» Sentengas que possuem um nimero par de simbolos a:
(E-A)AE-A)AE-A)) ou((b]c|d)a(b|c|d)a(b]|c|d))"
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Exemplo

» Sentengas que s@o iniciadas com o simbolo a e terminam com o simbolo b ou c:
AX*Boua(a|blc|d)*(b|c)

» Sentengas contendo apenas os simbolos a, b, c, com no minimo um simbolo:
(AUB)Tou(a|b|c)™

> Sentencas formadas por simbolos do alfabeto {a,b,c,d} contendo uma (e
somente uma) subcadeia constituida por um simbolo do conjunto A e dois (e
somente dois) do conjunto B, nesta ordem:

((Z—A) - B)*ABB((X — A) — B)* oud*a(b | ¢)(b| c)d*
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Exemplo

Exemplo 2.5

Utilizando-se a notag¢do das expressdes regulares, a linguagem

L={0"1" | m > 0,n > 0} pode ser reescrita como ((0)*(1)*), ou, simplesmente,
0*1*. Param > 0 e n > 1, a expressdo correspondente seria 0*11*. Note-se que
0*11* =0*1*1 = 0*1™.
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Exemplo

Exemplo 2.6

As expressoes regulares a | aaaa® e (aa)*a(aaa)*, apesar de diferentes, representam a
mesma linguagem: o conjunto das cadeias formadas pelo simbolo a cujo
comprimento seja diferente de 0 e diferente de 2.

Marcus Ramos (UNIVASF)
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Exercicio

@ Obter expressodes regulares que representam as linguagens cujas
sentencas estéo descritas a seguir.
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Exercicio
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
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Comegam com ag;

Nao comegam com ag;

Terminam com bbb;

Nao terminam com bbb;

Contém a subcadeia aabbb;

Possuem comprimento maior ou igual a 3;
Possuem comprimento menor ou igual a 3;
Possuem comprimento diferente de 3;
Possuem comprimento par;

Possuem comprimento impar;

Possuem comprimento mdltiplo de 4;
Possuem quantidade par de simbolos a;
Possuem quantidade impar de simbolos b.
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Leis algébricas

As principais leis algébricas das expressoes regulares sao

apresentadas a seguir. Sejam o, 3 e y trés expressdes regulares
quaisquer. Entao:

» Associatividade:
> daunido: (e |B)|y=0a|(B|7)
> da concatenagéo: (af)y = a(By)
» Comutatividade:
> daunidqo:a|Bf=p|a
> da concatenacado: N&o se aplica.
» Elemento neutro:
> daunidgo: a|0=0|a=ca
> daconcatenacdo: ae=¢eax =«
» Distributividade da concatenacao sobre a unido:
> desquerda: a(B|y)=af |ay
> adireita: (B |y)oo=Pa|ya
Marcus Ramos (UNIVASF)
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Relacdes de identidade

Algumas relagdes de identidade validas para as expressoes regulares,
as quais podem ser demonstradas sem dificuldade, séo relacionadas
a seguir. Sejam x,y, z trés expressodes regulares quaisquer. Entao...
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Relacdes de identidade

>
>
>
>
>
>
>
>
>
4
4
>
>
>

x|y=ylx

0" =¢

x| (012) = (x]3)| 2
x(yz) = (xy)z
x(y|z) =xy|xz
(x[y)z=xz|yz
XE=EX=X
X=0x=0
e0=0e=0

X =x|x*
(x*)*:x*
X|x=x
x|0=x
(xy)*x = x(yx)*
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Conjuntos e Expressoes Regulares

Concisao e uso

Por se tratar de uma notagao concisa, que dispensa o0 uso da notagao
dos conjuntos e o emprego de simbolos ndo-terminais para a
definigdo de linguagens, mas que, ao mesmo tempo, permite a plena
representacdo dos conjuntos regulares, as expressdes regulares sao
bastante utilizadas em areas que abrangem desde a especificacdo de
linguagens de programacéo e de comandos, entre outras, até a
entrada de dados em editores de texto, programas de busca, anélise
de padrdes etc.
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Autématos Finitos

Autdmatos finitos e linguagens regulares

Da mesma forma como ocorre com as expressoes regulares e com as
gramaticas lineares a direita, os automatos finitos também
possibilitam a formalizagao das linguagens regulares, ou seja, das
linguagens do tipo 3. No entanto, diferentemente daquelas notagdes,
que constituem dispositivos de gerag¢édo de sentengas, os autdmatos
finitos sédo dispositivos de aceitacdo de sentencas e constituem um
caso particular do modelo geral de reconhecedores apresentado no
Capitulo 2.
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Autématos Finitos

Particularidades

Os autdbmatos finitos correspondem a instancia mais simples do
modelo geral de reconhecedores apresentado anteriormente. As suas
principais particularidades em rela¢gdo ao modelo geral séo:

@ Inexisténcia de memaria auxiliar;

@ Utilizacdo do cursor da fita de entrada apenas para leitura de
simbolos, ndo havendo operacdes de escrita sobre a fita;

© Movimentagao do cursor de leitura em apenas um sentido, da
esquerda para a direita;

© A fita de entrada possui comprimento limitado, suficiente apenas
para acomodar a cadeia a ser analisada.
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Autématos Finitos

Definicao

Algebricamente, um autémato finito deterministico M pode ser
definido como uma quintupla:

M= (Q72767q07F)

» Q é um conjunto finito de estados;

» ¥ é um alfabeto (finito e ndo-vazio) de entrada;
» 6 é uma funcao de transicdo, § : O x X — Q;

> gy € 0 estado inicial, g9 € Q;

» F é um conjunto de estados finais, F C Q.
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Autématos Finitos

Controle finito

A maquina de estados de um autémato finito, também denominada
controle finito, é definida pelo conjunto de estados Q e pela fungéo
de transicao &, que associa pares ordenados do tipo (estado corrente,
entrada corrente) com um novo estado a ser assumido pelo autémato
quando da aplicacdo da transicao.
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Autématos Finitos

Funcéao de transicao

A funcao de transicao 6 pode ser, no caso dos autématos finitos
deterministicos, uma fungéo total, ou seja, uma fungé@o que é definida
para todos os elementos de Q x £, ou ainda uma fungao parcial. Se
total, isso implica a especificagéo de transigdes com cada um dos
possiveis simbolos de entrada o € X para cada um dos possiveis
estados ¢ € Q do autémato finito. Assim, se |X| =m e |Q| =n, entdo o
autdmato finito deterministico possuira, exatamente, m x n transicées
distintas.
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Autématos Finitos

As transigoes de um autémato finito podem ser denotadas através de
expressodes do tipo (p,0) — ¢, com p,q € Q,0 € X. Alternativamente,
pode-se explicitar a funcao 6, representando uma transicao na forma

o0(p,0)=gq.
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Autématos Finitos

Autbmato deterministico

A utilizacao do termo “deterministico” para designar esse tipo de
autébmato finito decorre do fato de que, enquanto houver simbolos na
fita de entrada, serd sempre possivel determinar o estado seguinte a
ser assumido pelo autdmato, o qual sera Unico em todas as situacgoes.
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Autématos Finitos

Extensao da funcdo de transicao

Em certos casos, especialmente na demonstragdo de alguns
teoremas, torna-se conveniente estender o dominio da fungéo é para
¥*, em vez de apenas X, conforme indicado abaixo:

> 5(q,€) = ¢
» 6(q,0x) =0(6(q,0),x),x € X*,0€X.

Ao longo deste texto, a definicao considerada para a fun¢do o devera
variar conforme o contexto em que estiver sendo empregada.
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Autématos Finitos

Configuracao

Conceito

A configuracao de um autémato finito € definida pelo seu estado
corrente e pela parte da cadeia de entrada ainda ndo analisada
(incluindo o simbolo apontado pelo cursor). A configuracao inicial de
um autémato finito € aquela em que o estado corrente é g, (estado
inicial) e o cursor de leitura se encontra posicionado sobre o simbolo
mais a esquerda da cadeia de entrada. Uma configuracao final é
aquela em que o cursor aponta para a posicao imediatamente além do
ultimo simbolo da cadeia (indicando com isso ja ter ocorrido a leitura
do ultimo simbolo da cadeia de entrada), e o estado corrente pertence
ao conjunto F de estados finais, especificado para o autdmato. Note
que ambas as condi¢cbes devem ser simultaneamente verificadas para
permitir a caracterizagdo de uma configuragdo como sendo,
respectivamente, inicial ou final.
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Autématos Finitos

Aceitacdo e rejeicao

Quando ocorre o esgotamento da cadeia de entrada, deve-se analisar
o tipo do estado corrente do autémato. Se for um estado final, diz-se
gue o autdmato reconheceu, ou aceitou, a cadeia de entrada; se for
um estado néo-final, diz-se que a cadeia de entrada foi rejeitada pelo
autébmato — logo, a cadeia analisada ndo pertence a linguagem por
ele definida.
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Autématos Finitos

Funcao de transicéo total

Quando definidos através de fungdes de transicao totais, 0s
correspondentes autdmatos finitos deterministicos sempre percorrem
integralmente toda e qualquer cadeia de entrada (sobre X) que lhes
forem apresentadas para analise. Nesses casos, portanto, a
configuragéo final definida para um autémato finito € sempre satisfeita
no que se refere ao esgotamento da cadeia de entrada, restando
apenas a analise do tipo do estado atingido em tal configuracao (final
ou nao-final) para se determinar, respectivamente, a aceitacdo ou a
rejeicao da cadeia de entrada.
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Autématos Finitos

Configuragao

Definicao

Tais conceitos podem ser formalizados denotando-se a configuracao
de um autdmato finito como um par (¢,y) € O x £*, em que ¢
representa o estado corrente e y a parte da cadeia de entrada ainda
ndo analisada. A configuracéo inicial, com vistas ao reconhecimento
de uma cadeia x, € representada como (qo,x), € a configuracdo final
como (g;,€),q; € F.
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Autématos Finitos

Movimentagao

A movimentagédo de um autdmato de uma configuracdo para a
configuracao seguinte é denotada através do simbolo “+”, que
representa uma relagéo entre configuragdes sucessivas do autémato:

F:OxXY' = QxX*

Portanto, a movimentagéo do autémato de uma configuragéo para a
seguinte é denotada por:

(qivo-ﬁ) F (QhB)? com qi,4j S Q’G € ZvB € Z*va(qi’a) =gqj
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Autématos Finitos

Linguagem reconhecida

A linguagem L definida por um autémato finito M é o conjunto de todas
as cadeias w sobre o alfabeto X que levam M da sua configuragéo
inicial para alguma configuracéo final através da aplicagéao sucessiva
de transigOes definidas pela fungdo 8. Denota-se como:

L(M)={w X" |(qo0,w) " (qr,€),qr € F}
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Autématos Finitos

Diagramas de transicao de estados

Diagramas de transicao de estados sao grafos orientados
néo-ordenados, rotulados nos vértices com os nomes dos estados e
nos arcos com os simbolos do alfabeto de entrada do autémato finito.
Trata-se de uma representagao grafica equivalente a notacao
algébrica, oferecendo porém uma melhor visualizagéo do autémato.
Nessa representacao, circulos representam os estados, e arcos as
transicoes. O estado inicial é identificado por um arco cuja
extremidade inicial nao é ligada a nenhum outro estado. Os estados
finais sdo representados por circulos duplos concéntricos.
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Autématos Finitos

Exemplo 3.1
Seja M um autdmato finito deterministico, com funcao de transicao total, definido
abaixo. Sua representagio algébricaé M = (Q,%,8,qq, F), onde:

0 = {90,91,92,93}
r = {0,1,2}
6 = {(q0,0) = qo,(q0,1) = q1,(q0,2) = g3,

(91,0) = g3,(q1,1) = q1,(q1,2) = g2,

(92,0) = g3, (g2, 1) = 43,(42,2) = q2,

(43,0) = g3,(g3,1) = g3,(¢3,2) = g3}
F o= {q,q}
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Autématos Finitos

A Figura 1 mostra o diagrama de transi¢c@o de estados para esse autdmato.

0 |
.1Q2
90

0,1,2

Figura 1: Autdmato finito deterministico com fungéo de transicéo total
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Autématos Finitos

Exemplo

Continuagao

A linguagem aceita por esse automato finito é formada pelo conjunto de sentengas x
que o levam da configuragdo inicial (go,x) até a configuragdo final (g1,€) ou (g2, €).
A inspecdo cuidadosa desse autdmato finito revela que as sentengas por ele aceitas
contém, nesta ordem, uma seqiiéncia de simbolos “0” (incluindo nenhum), seguida de
uma seqiiéncia de simbolos “1” (no minimo um) e, finalmente, de uma seqiiéncia de
simbolos “2” (incluindo nenhum). Na nota¢do das expressdes regulares,

L(M) =0*112*,
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Autématos Finitos

Exemplo

Continuagao

As seguintes identidades, por exemplo, sdo verdadeiras:

> 8(g0,00001) = g

> 5(qo,0122) =¢»
> 5(q1,12)=¢q
| 5(q2,222):q2

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 16 de novembro de 2023 88/412



Autématos Finitos

Exemplo

Continuagao

Esquematicamente, a configuragdo inicial para o reconhecimento de uma cadeia de

entrada, por exemplo, a cadeia 0011222, pode ser representada conforme a figura
abaixo:

(oo 2 2](2]
Miquina T
de Estado inicial: Reconhecimento:  ?
Estados Qo

Figura 2: Configuragéo inicial
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Autématos Finitos

Exemplo

Continuagao

A sucessio de movimentos efetuados pelo autdmato finito com essa cadeia é

apresentada a seguir:

> (qo,0011222) F (qo,011222) - (go, 11222) - (g1, 1222) F (¢1,222) F (¢2,22) -

(92,2) (g2, €)
Portanto, (go,0011222) F* (¢2,€), € 0011222

€ L(M). Esquematicamente, a

configuragdo final do autdmato apds o reconhecimento da cadeia de entrada 0011222
pode ser representada conforme a figura a seguir:

(oo 2]2]2]
Maquina -
de Estado final: Reconhecimento: OK !
Estados &

Figura 3: Configuracéao final
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Autématos Finitos

Exemplo

Continuagao

Analisa-se a seguir o comportamento desse autdmato em relagdo a cadeia de entrada
0022:

> (QO70022) '_ (QO7022) + (QO722) + (CI372) + (CI378)

Ap6s a seqiiéncia de movimentos acima, chega-se a configuragdo (g3, €), em que
ocorre o esgotamento da cadeia de entrada. Como nio se trata de uma configuracio

final, pois g3 ¢ F, conclui-se que a cadeia 0022 ndo pertence a linguagem aceita por
M.
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Autématos Finitos

O autdmato finito deterministico da Figura 4 possui funcdo de transi¢do parcial, uma
vez que ela ndo é definida para os seguintes elementos de QO x X: (¢o,2), (¢1,0),

(QZ7 1) € (61270)
0 1 2

(),
q0 1

Figura 4: Autdbmato finito deterministico com funcao de transicéo parcial
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Autématos Finitos

Note-se que os autdmatos das Figuras 1 e 4 definem a mesma linguagem. Os
movimentos executados pelo autdmato da Figura 4 com as cadeias 0011222 e 0022
sdo apresentados abaixo:

> (q0,0011222) F (go,011222) F (g0, 11222) - (g1,1222) - (¢1,222) F (¢2,22) F
(92,2) F (q2,€)

> (40,0022) F (90,022) - (q0,22)
No primeiro caso, a cadeia 0011222 € completamente esgotada e o autdmato para em
um estado final. Logo, 0011222 ¢ aceita pelo autdmato. No segundo caso, a cadeia de

entrada € apenas parcialmente consumida, e o autdmato péra no estado ¢,,, ndo-final.
Logo, a cadeia 0022 ¢ rejeitada.
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Autématos Finitos

Conceito de estado

Os estados de um autdmato finito podem ser entendidos como
memorias de informagbes passadas, referentes ao trecho da cadeia
de entrada ja analisada, as quais sao relevantes, de alguma forma,

para o reconhecimento final das cadeias que lhe sdo submetidas. O
Exemplo 3.2 ilustra esse aspecto.
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Autématos Finitos

Exemplo 3.2

O autdmato da Figura 5 aceita a linguagem formada por cadeias sobre o alfabeto
{a,b,c} em que as quantidades de simbolos a, b e ¢, consideradas isoladamente, sdo
impares. Sdo exemplos de sentengas dessa linguagem: abc, cba, aaabc, ccabaac,
abbbc, beecebbabb etc.
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Autématos Finitos

Figura 5: Autdmato finito que aceita a linguagem {w € {a,b,c}* | as
quantidades de a, b e ¢ sdo impares}
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Autématos Finitos

Exemplo

Continuagao

De fato, uma analise cuidadosa dos estados PPP, IPP, IIP, IIl, PIP, PII, PPI ¢ IPI
revela que cada um deles mantém uma memdria distinta sobre a quantidade de
simbolos a, b e ¢ consumidos até cada configuracao. Por exemplo:

» O estado PPP memoriza o consumo prévio de uma quantidade par de simbolos
a, par de simbolos b e par de simbolos c;

» O estado /PP memoriza o consumo prévio de uma quantidade {fmpar de
simbolos a, par de simbolos b e par de simbolos c;

» O estado /TP memoriza o consumo prévio de uma quantidade par de simbolos a,
impar de simbolos b e par de simbolos c;

» O estado /Il memoriza o consumo prévio de uma quantidade impar de simbolos
a, impar de simbolos b e impar de simbolos c.
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Autématos Finitos

Exercicio

@ Obter autdmatos finitos que reconhecem as linguagens cujas
sentencas estéo descritas a seguir.
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Autématos Finitos

Exercicio
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>
>

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 201

Comegam com ag;

Nao comegam com ag;

Terminam com bbb;

Nao terminam com bbb;

Contém a subcadeia aabbb;

Possuem comprimento maior ou igual a 3;
Possuem comprimento menor ou igual a 3;
Possuem comprimento diferente de 3;
Possuem comprimento par;

Possuem comprimento impar;

Possuem comprimento mdltiplo de 4;
Possuem quantidade par de simbolos a;
Possuem quantidade impar de simbolos b.

16 de novembro de 2023 99/412




Autématos Finitos

Nao-determinismo

Um autémato finito nao-deterministico, sem transicdes em vazio,
difere dos autématos finitos deterministicos pelo fato de o co-dominio
da funcéo de transicdo & ser 22 e ndo simplesmente Q:

§:0x¥—29
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Autématos Finitos

Nao-determinismo

Como conseqiiéncia, os autdmatos finitos nao-deterministicos
generalizam o modelo dos autdématos finitos deterministicos através
das seguintes extensoes:

» Introduz-se o impasse em configuracdes nao-finais;
Como 0 € 22, é possivel néo especificar transicdes para certas
combinacdes de estado corrente e proximo simbolo de entrada.
» Introduz-se o ndo-determinismo, no sentido literal da palavra.
Nos casos em que |(d(g,0))| > 2, havera mais de uma
possibilidade de movimentagao para o autémato finito
nao-deterministico na configuragao corrente.
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Autématos Finitos

Aceitacdo e rejeicao

Diz-se que um autémato finito ndo-deterministico aceita uma cadeia
de entrada quando houver alguma sequiéncia de movimentos que o
leve da configuracao inicial para uma configuracao final.
Diferentemente do autdémato finito deterministico, em que essa
seqliéncia, se existir, € Unica para cada cadeia de entrada, no caso do
autdmato finito ndo-deterministico é possivel que exista mais de uma
seqliéncia que satisfaca a essa condicao para uma dada cadeia de
entrada. Sempre que o autdmato finito ndo-deterministico se deparar
com mais de uma possibilidade de movimentagao, é feita a escolha
(arbitraria) de uma das alternativas; em caso de insucesso no
reconhecimento, deve-se considerar sucessivamente cada uma das
demais alternativas ainda nao consideradas, até o seu esgotamento;
persistindo o insucesso, e esgotadas as alternativas, diz-se que o
autdbmato rejeita a cadeia. A Tabela 5 resume esses critérios.
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Autématos Finitos

Aceitacdo e rejeicao

Tabela 5: Aceitacdo e rejeicao de cadeias em autématos finitos

Dada uma cadeia
de entrada, ele:

Aceita a cadeia
de entrada se:

Rejeita a cadeia
de entrada se:

Automato finito

Executa uma

Para em uma

Para em uma

deterministico Unica seqiiéncia configuragao configuragao
de movimentos. final. nao-final.

Automato finito Pode executar Para em uma Para em

nao- varias configuragao final | configuragoes

deterministico sequéncias em pelo menos nao-finais em
distintas de uma seqléncia. todas as
movimentos. sequéncias.
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Autématos Finitos

Exemplo 3.3
SejaM = (Q,X, 8,4, F) um autdmato finito ndo-deterministico:
0 {90,91,92}
L = {ab,c}
§ = {(q0,0) > {q1.92},(q1,b) = {q1,92},(q2,¢) = {q2}}
F = {q,q}
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Autématos Finitos

Exemplo

Continuagao

O diagrama de transi¢do de estados para esse autdmato, que reconhece a linguagem
ab* | ab*bc* | ac*, ou simplesmente ab*c*, é apresentado na Figura 6.

Figura 6: Autdmato nao-deterministico
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Autématos Finitos

Exemplo

Continuagao

Considere-se a cadeia abbccc e faga-se uma simulacéo da operagdo do autdmato a
partir de sua configuragdo inicial:

(qo,abbcec) - (g2, bbcece)

Nesta seqiiéncia, a escolha do ramo inferior, em resposta ao simbolo de entrada a,
conduz o autdmato a um impasse, pois nao ha possibilidade de movimentac¢io em ¢,
com o simbolo b. Deve-se, entdo, tentar a segunda alternativa de movimentagéo em
qo:

(go,abbccc) F (q1,bbecc) - (g2,becc)

Apesar do avanco no reconhecimento, novo impasse € atingido no estado g, como
conseqiiéncia da escolha efetuada em ¢ para a transi¢do usando o simbolo . Como
nao restam outras alternativas em ¢, deve-se considerar a segunda alternativa de
movimentagdo em g :

(go,abbcce) F (qy,bbece) - (g1, becc)
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Autématos Finitos

Exemplo

Continuagao

Admitindo-se que a opg¢ao inicial de movimentag¢do em ¢; em resposta ao simbolo b
seja novamente g7, a seguinte seqiiéncia de movimentos conduz finalmente o
autémato a sua configuracio final (que, neste caso, € inica):

(q1,bcce) F (ga,cce) F (qa,cc) F (qa,¢) F (g2, €)

Seja agora a cadeia aab. Como se pode perceber, ndo hd nenhuma seqii€ncia de
movimentos, mesmo considerando-se as duas alternativas para a transi¢do usando a
em ¢, que conduza o autdmato a sua configuragdo final. Em um caso, o impasse é
atingido no estado g; em decorréncia do simbolo a; no outro ele ocorre em g3,
também provocado por a. Como ndo ha mais opg¢des decorrentes de
ndo-determinismos a serem consideradas, conclui-se que essa cadeia ndo pertence a
linguagem definida pelo autdmato.
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Autématos Finitos

Determinismo x nao-determinismo

Apesar de ndo constituir regra geral, os autématos finitos
nao-deterministicos, em certos casos, podem mostrar-se mais simples
de serem analisados do que as correspondentes versoes
deterministicas. O Exemplo 3.4 ilustra uma situagao desse tipo.
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Autématos Finitos

Exemplo 3.4
Os automatos das Figuras 7 e 8 reconhecem a linguagem
(a|blc|d)*abcd(a|b|c|d)*.

b,c,d a a,b,c,d

b,c

Figura 7: Autdmato finito deterministico que reconhece a linguagem formada
pelas cadeias que contém a subcadeia abcd
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Autématos Finitos

Exemplo

Continuagao

a,b,c,d a,b,c,d

a b c d

Figura 8: Autdmato finito ndo-deterministico que reconhece a linguagem
formada pelas cadeias que contém a subcadeia abcd

Nesse caso € evidente a maior facilidade de interpretacio da topologia exibida pela
versdo ndo-deterministica (Figura 8), quando comparada com a da versdo
deterministica equivalente (Figura 7).
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Autématos Finitos

Equivaléncia

A seguir é mostrada a equivaléncia entre os autématos finitos
nao-deterministicos e os deterministicos, no que diz respeito a classe
de linguagens que eles s@o capazes de reconhecer. A equivaléncia,
ou equipoténcia, de tais classes de autbmato, constitui um dos mais
importantes resultados da teoria dos autématos finitos, sem paralelo
para a maioria dos demais modelos de reconhecedores anteriormente
mencionados, uma vez que garante ser sempre possivel a aceitacao
de toda e qualquer linguagem regular através de um autémato
deterministico.
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Autématos Finitos

Notacgao tabular

Antes, porém, é preciso introduzir a notagao tabular para a
representagao de autdmatos finitos. De acordo com essa notagao,
cada linha da tabela representa um estado distinto ¢ do autémato, e
cada coluna é associada a um elemento distinto ¢ de seu alfabeto de
entrada. As células correspondentes a intersecg¢ao de cada linha com
cada coluna s&o preenchidas com o elemento (conjunto) de 2¢
determinado por d(g,0).
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Autématos Finitos

Exemplo 3.5

Considere-se novamente o autdmato finito ndo-deterministico M do Exemplo 3.3
cujo diagrama de estados € apresentado na Figura 6. A representacdo tabular de M é

apresentada na Tabela 6.

Tabela 6: Notagao tabular para o autdmato finito nao-deterministico M da

Figura 6
16| a b | e |
= || g0 | {91,92}
<l a1 {q1,92}
—~ |l ¢ {q2}
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16 de novembro de 2023  113/412



Autématos Finitos

Simbologia

Na notagéo tabular, como se pode perceber, o estado inicial &
indicado através do simbolo “—”, ao passo que os estados finais sao
indicados por “<”. O simbolo “«” indica um estado que seja
simultaneamente inicial e final.
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Autématos Finitos

Equivaléncia

Teorema 3.1 “Seja L a linguagem aceita por um autémato finito
nao-deterministico sem transi¢cdes em vazio. Entdo é possivel definir
um autémato finito deterministico equivalente que aceita L.
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Autématos Finitos

Equivaléncia

Figura 10: Situagao deterministica equivalente & da Figura 9
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Autématos Finitos

Equivaléncia

Fica claro, também, que se pelo menos um dos estados, ¢; ou g, for
um estado final, o mesmo devera acontecer com o estado g;qy, ja que
em ambas as versdes a cadeia a deve ser aceita pelo autdmato. Por
outro lado, caso haja coincidéncia entre os simbolos b e ¢, um novo
ndo-determinismo sera introduzido no estado gjq;. Dai a necessidade
de se repetir o procedimento, removendo a cada itera¢do todos os
novos nao-determinismos que venham a ser introduzidos.
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Autématos Finitos

Equivaléncia

Seja M| = (01,%, 81,901, F1) 0 autbmato finito ndo-deterministico
originalmente considerado e M, = (Q»2,%, 8,90, F>) 0 autbmato finito
deterministico correspondente que se deseja obter. A obtencao de M,
a partir de M, pode ser efetuada através do Algoritmo 3.1.
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Autématos Finitos

Algoritmo

Algoritmo 3.1 “Obtencdo de um autémato finito deterministico M, a partir
de um autémato finito ndo-deterministico M.”

» Entrada: um automato ndo-deterministico My = (Q1,X, 81,401, F1), com
8 :0; xX—29;

» Saida: um autémato deterministico My = (Q2,X, 8,902, F>), com
o : 0 X X — Oy, tal que L(Mz) = L(Ml);
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Autématos Finitos

Algoritmo

Método:
Q 0«0
Q@ Vi>0,seqy € Q) entdo Qr + QU {qai};
Q F«0;
Q Vi>0,seq € Fy entdo Fy < F,U{qi};
Q &0

Q Vg€ 01,0 €X,5€ 61(q1i,0) = {q11,--1q1n },n = 1 entdo
52(q2i7 0-) — {qu)"')an};

@ Substituir todos os elementos {qa;} de & por qai;
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Autématos Finitos

Algoritmo

Enquanto houver transi¢oes ndo-deterministicas em &,, faga:

@ Selecione uma transicdo néo-deterministica qualquer &(q,0), e
considere 8(q,0) = {qa1,..-sqaiy--,Qon },0n = 2;

@ Acrescente um novo estado q»1...qa;...qa, @ tabela de transicdo de
estados (nesta notagdo, os estados do conjunto sdo concatenados
formando uma cadeia, em que os indices dos estados estdo organizados
em ordem crescente, ou em qualquer outra ordem conveniente); se
Qi = Qoi1---Q2im, considerar a ordenacdo de todos os estados obtidos
pela substituicdo de q»; por qai1...Qoim €M q21-.-Q2i---qQon;

© Substitua, na tabela, todas as referéncias a {@215 -, qon} POT G21---G2ns

Q Paracadac €y, faca:

Q@ &(q21---qm,0) < 0;
@ Para cada estado qo; € {qa1,-..,q2}, faga:

Q & (921--921,0) < &2 (q21---920,0) U &2 (¢, 0);
@ Se qyj € Fy, entdo Fy < FrU{qa;...qon}-
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Autématos Finitos

Exemplo 3.6

Considere-se uma vez mais o autdmato ndo-deterministico M do Exemplo 3.3,
representado na Figura 6 e na Tabela 6. A aplicacdo do Algoritmo 3.1 a M conduz a
obtenc¢do do autdmato da Tabela 7.

Tabela 7: Autdmato deterministico equivalente ao autdmato M da Tabela 6

| o [ a b |c]

- 90 | 9192

- q1 q192

— 92 92
— || 9192 9192 | 92
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Autématos Finitos

Exemplo

Continuagao

A Figura 11 mostra o diagrama de estados do autdmato deterministico obtido neste
exemplo. Deve-se observar que o estado g tornou-se inacessivel como resultado da
aplicacdo do método de eliminacdo de ndo-determinismos.

o856

Figura 11: Autémato deterministico equivalente ao autémato M da Figura 6
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Autématos Finitos

Exemplo 3.7
Considere-se o autdmato finito ndo-deterministico representado na Figura 12.

Figura 12: Autbmato ndo-deterministico do Exemplo 3.7
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Exemplo

Continuagao

Autématos Finitos

A Tabela 8 representa o autdomato da Figura 12.

Tabela 8: Eliminagao de nao-determinismos, autdmato inicial

H 5‘ a b c
— || q0 {111#]2} {f]3}
— a1 | {a} | {90.a1}
~ ||l ¢ {92}

9 | {a} {a1}
LFA 2010-1
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Autématos Finitos

Exemplo

Continuagao

Os seguintes passos correspondem a aplicagdo do Algoritmo 3.1.

> Substituir {go} por qo, {g1} por g1, {g2} por g2 e {g3} por gs:

Tabela 9: Eliminacdo de ndo-determinismos, passo 1

Lol a [ o [c]
= || 90 | {q1,92} 93
— |l 90 {q0,91}
|| 492 q2

q3 q2 q1
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Autématos Finitos

Exemplo

Continuagao

» Criar um novo estado g¢», substituindo {g;,¢> } na tabela por g,¢>.

Tabela 10: Eliminag&o de ndo-determinismos, passo 2

| s [ o] & [c]
- q0 | 9192 q3
<~ @ 90 | {90,q1}

— 92 q2
g3 q2 q1
— 9192 | 90 | {9091} | 2
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Autématos Finitos

Exemplo

Continuagao

» Criar um novo estado goq1, substituindo {gg, g } na tabela por goq .

Tabela 11: Eliminagdo de nao-determinismos, passo 3

s [ o [ [c]
- q0 q192 q3
— q1 90 4091
— q2 92

a3 92 q1
— || 9192 90 q091 | 42
— || 9091 | {q192,90} | qoq1 | g5
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Autématos Finitos

Exemplo

Continuagao

» Criar um novo estado gog1¢», substituindo {g;g2, g0} na tabela por goq1g>.

Tabela 12: Eliminacdo de ndo-determinismos, passo 4

L 6 [ o [ 6] ¢ |
— q0 q192 q3
— q1 90 9091
< 92 q2

a3 q2 q1
<« q192 90 4091 9
— q091 | 909192 | 9091 q3
— || 900192 | 909192 | 9091 | {92,93}
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Autématos Finitos

» Criar um novo estado g,qs3, substituindo {g»,¢3 } na tabela por g>q3.

Tabela 13: Eliminacado de ndo-determinismos, autdémato final

| 6 [ o [ o] c]
— q0 q192 q3
— q1 90 q091
< q2 q2

q3 q2 q1
<« q192 q0 q0q91 | 92
— q0q1 | 909192 | 9091 | 43
< || 909192 | 909192 | goq1 | 4293
= 9293 q2 q1 q2
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Autématos Finitos

Exemplo

Continuagao

A Figura 13 apresenta o diagrama de estados do autdmato deterministico obtido.

Figura 13: Autémato deterministico equivalente ao da Figura 12
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Autématos Finitos

Novos estados

Se, por exemplo, 6(¢i,0) = {gj,qk,qn}, 0 estado g;qxq,, do autdbmato
deterministico atendera ao propésito de permitir que o novo autémato
se movimente, a partir deste estado, com transicdes similares as
originalmente presentes em cada um dos estados g;, gx € g, do
autdbmato nao-deterministico.
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Autématos Finitos

Novos estados

O surgimento de novos estados no autdmato deterministico € limitado
pela quantidade de combinagdes distintas que podem ser feitas entre
os estados do autdmato nao-deterministico original. Se

M, = (01,%,01,q0,F1) € 0 autbmato original nado-deterministico, e

M, = (02,%,02,q0,F>) € 0 autbmato deterministico equivalente, entdo
|0,| <2/€11 — 1, uma vez que toda combinag&o de estados devera
conter pelo menos um estado do autémato original.
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Autématos Finitos

Exemplo 3.8
A eliminagdo dos ndo-determinismos do autdomato finito representado na Tabela 14

resulta no autdmato deterministico da Tabela 15.
Como se pode perceber, Q1 = {qo,41,92} €

02 = {40,91,92,9091,9092, 9192, 909192 }- Além disso, |Q1| =3 e |02 =27 =1 ="7.
Trata-se, portanto, de um autdmato deterministico no qual todas as combinacgdes
possiveis dos estados do autdmato original ndo-deterministico estdo consideradas.

Tabela 14: Autdmato finito nao-deterministico do Exemplo 3.8

|5 a [ » |

— || 90 {6117612}
!

72 | 190,92} | {q0,91}
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Exemplo

Continuagao

Autématos Finitos

Tabela 15: Autémato finito deterministico equivalente ao da Tabela 14

Marcus Ramos (UNIVASF)

| 8 [ o | b ]
q0 q192
q1
q2 4092 49091
q192 4092 49091
q091 q192
4092 q192,49092 | 4041
409192 4909192 49041
LFA 2010-1

16 de novembro de 2023
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Autématos Finitos

Exercicio

Obter um autémato finito deterministico que seja equivalente ao
autébmato:

d
c
(«)
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Autématos Finitos

Equivaléncia

Como conclusao da apresentagcao do Teorema 3.1, e com base no
Algoritmo 3.1, deve-se acrescentar que é possivel garantir, no caso
geral, a existéncia de um autdémato finito deterministico equivalente a
qualquer autémato finito nao-deterministico fornecido.

Dessa maneira, o fato de um autémato finito ser ndo-deterministico
nao o torna mais poderoso quanto a classe de linguagens que é
capaz de reconhecer, quando comparado com os autdmatos finitos
deterministicos. Por se tratar, este ultimo, de um modelo de
reconhecimento que permite gerar implementagbes extremamente
eficientes, conclui-se ser sempre possivel a obtencdo de modelos com
tais caracteristicas, independentemente da forma como o autémato se
manifesta originalmente quanto ao seu determinismo.
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Autématos Finitos

Equivaléncia

Por outro lado, a existéncia de autdmatos ndo-deterministicos que
sejam equivalentes a autdmatos deterministicos é imediata, pois a
incorporacao de nao-determinismos pode ser feita trivialmente, sem
alterar a linguagem aceita pelo autémato: basta, por exemplo,
incorporar um caminho adicional alternativo que aceite qualquer
seqliéncia de simbolos, a partir de qualquer estado, iniciada por um
simbolo que ja seja consumido a partir daquele estado, sem, no
entanto, permitir que alguma configuracao final seja atingida.
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Autématos Finitos

Exemplo 3.9
Considere-se M, o autdmato deterministico da Figura 14.

Figura 14: Autbmato M deterministico que aceita a(bca)*
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Autématos Finitos

O acréscimo de um tnico novo estado g3 e da transi¢éo 6(g2,c¢) = g3 jd seria
suficiente para tornar M ndo-deterministico, sem no entanto alterar a linguagem por
ele aceita (a(bca)*). Naturalmente, indmeros autdmatos podem ser construidos dessa
maneira. A Figura 15 apresenta um exemplo.

Figura 15: Autémato nao-deterministico equivalente ao autémato da Figura
14
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Autématos Finitos

Autbmatos Finitos Nao-Deterministicos com

Transicoes em Vazio

Autématos finitos nao-deterministicos que apresentam transicoes em
vazio sdo aqueles que admitem transi¢des de um estado para outro
com g, além das transigées normais, que utilizam os simbolos do
alfabeto de entrada. TransicGes em vazio podem ser executadas sem
gue seja necessario consultar o simbolo corrente da fita de entrada, e
sua execucdo nem sequer causa o deslocamento do cursor de leitura.
Com a introdugao de transi¢cdes em vazio, a fungéo de transigcao para
autdbmatos finitos ndo-deterministicos passa a ter seu dominio
alterado para:

5:0x(Zu{e}) —2¢
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Autématos Finitos

Autbmatos Finitos Nao-Deterministicos com

Transicoes em Vazio

Quando um autémato transita em vazio, isso significa que ele muda de
estado sem consultar a cadeia de entrada. Sempre que ocorrer a
coexisténcia entre alguma transicdo em vazio e outras transi¢coes
(vazias ou ndo) com origem em um mesmo estado, isso acarreta a
necessidade de uma escolha arbitraria da transi¢do a ser aplicada na
respectiva configuracao, e isso, por sua vez, caracteriza a
manifestacdo de um nao-determinismo.
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Autématos Finitos

Exemplo 3.10

SejaM = (Q,X%,8,qo,F) um autdmato finito com transi¢des em vazio.
0 = {CIO7611}
Y = {a,b}
§ = {(g0.a) = {q0},(q0,€) = {a1},(q1,0) = {a1}}
F = A{a}

A linguagem aceita por esse automato é a*b*, conforme pode ser deduzido a partir do
diagrama de estados da Figura 16.

Figura 16: Autbmato com transigdo em vazio
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Autématos Finitos

Tomando-se a cadeia de entrada ab como exemplo, as duas seqiiéncias de
movimentagdo possiveis a partir da configuracdo inicial seriam:

@ (q0,ab) - (q0,b) F (q1,b) F (g1, €) (sucesso)
@ (q0,ab) - (q1,ab) (impasse)

No segundo caso, o impasse ocorre devido a aplicagdo da transi¢do (go,€) — ¢ logo
ao inicio do reconhecimento, antes de ser efetuada a leitura do simbolo a. No
primeiro caso, ocorre a aceitacdo da sentenca, pois a utiliza¢do da transi¢do em vazio
foi efetuada em um ponto favoravel pelo autdmato, ou seja, entre a utilizagdo dos
simbolos a e b da cadeia de entrada.
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Autématos Finitos

Uso de transicdes em vazio

Assim como ocorre no no caso dos autdmatos deterministicos e
nao-deterministicos, alguns autématos finitos com transi¢ées em vazio
se mostram mais simples de serem analisados do que as
correspondentes versdes isentas de transi¢coes em vazio. O Exemplo
3.11 ilustra uma situacao desse tipo.
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Autématos Finitos

Exemplo 3.11
Os automatos das Figuras 17 e 18 reconhecem a linguagem a*b*c*a*.

C

c a

Figura 17: Autémato finito isento de transicdes em vazio que reconhece a
linguagem a*b*c*a*
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Autématos Finitos

€ ; ; € ; ; €
490 q1 q2

N N

Figura 18: Autdmato finito com transigdes em vazio que reconhece a
linguagem a*b*c*a*
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Autématos Finitos

Eliminagao de transi¢des em vazio

Teorema 3.2 “Todo autbmato com transicées em vazio aceita uma
linguagem que é aceita por algum autémato finito que ndao contém
transi¢des em vazio.”

Sejam M = (Q,X,6,q0,F) um autdbmato finito contendo transi¢cées em
vazio, representado em notagao tabular,e N = (Q,%,8’,qo,F’) 0
autémato finito sem transi¢des em vazio correspondente que a partir
dele se deseja obter. A obtencédo de N a partir de M pode ser efetuada
através do Algoritmo 3.2.
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Autématos Finitos

Eliminagao de transi¢des em vazio

ae
(@) ——()
b

Figura 19: Situagdo com transigdo em vazio original

Figura 20: Situacao sem transicdo em vazio equivalente a da Figura 19
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Autématos Finitos

Algoritmo para eliminacgao de transicées em vazio

Algoritmo 3.2 “Obtengdo de um autémato finito N, sem transicdes em vazio,
a partir de um autémato finito M, com transicoes em vazio.”

» Entrada: um automato finito com transicoes em vazio M;

» Saida: um automato finito sem transicoes em vazio N, tal que
L(N) = L(M);

> Método:
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Autématos Finitos

Algoritmo para eliminacgao de transicées em vazio

1. Eliminacdo das transicoes em vazio
Considere-se um estado qualquer q; € Q. Se houver uma transicdo em
vazio de q; para qj, deve-se elimind-la, copiando-se para a linha que
representa o estado q; todas as transigoes que partem dos estados qj
para os quais € feita a transicdo em vazio.
Esse procedimento corresponde, em notagdo tabular, a realizacdo de
uma fusdo (“merge”) entre a linha do estado q; que contém a transicdo
em vazio para o estado-destino qj e a propria linha do estado gj,
armazenando-se o resultado novamente na linha correspondente ao
estado q;.
Havendo mais de uma transicdo em vazio indicadas, deve-se repetir
cumulativamente o procedimento para todas elas.
Se 6(gi,€) € F, entdo F' < F'U{q;}, sendo que inicialmente F' + F.
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Autématos Finitos

Algoritmo para eliminacgao de transicées em vazio

2. Iteracdo
Repetir o passo anterior para os demais estados do autdomato, até que
todos eles tenham sido considerados (ou seja, até que a ultima linha
tenha sido atingida).
Nos casos em que houver transicdes em vazio para estados que por sua
vez também transitam em vazio para outros estados, serd necessdrio
iterar o procedimento vdrias vezes sobre a tabela, até que todas as
transigoes em vazio tenham sido eliminadas.
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Autématos Finitos

Exemplo 3.12
Considere-se o autdmato finito M do Exemplo 3.10, representado na Tabela 16.

Tabela 16: Autémato original apresentando transicbes em vazio

|6 alb]e]
— || 90 | 90 q1
|l q q1

Como ha uma transi¢do em vazio de gg para g, deve-se copiar as transi¢des de g
para qo (6(g1,b) apenas, neste caso) e, além disso, considerar gy como estado final,
uma vez que g; € estado final. A Tabela 17 representa a fungéo de transi¢io &'.
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Autématos Finitos

Tabela 17: Autémato equivalente ao da Tabela 16, porém isento de
transicdes em vazio

| & alb]

| 90 | 90 | q1
i q1

O diagrama de estados do autdmato finito correspondente, sem transi¢des em vazio, é
apresentado na Figura 21.

Figura 21: Autbmato equivalente ao da Tabela 17, eliminadas as transigbes
em vazio
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Autématos Finitos

Exercicio

Obter um autémato finito sem transi¢des em vazio que seja
equivalente ao autémato:
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Autématos Finitos

Modelos de autbmato finito

Os modelos de autdmato finito considerados até o presente momento
foram:

1. Deterministico sem transicoes em vazio, com 6 : Q x X — Q;
2. Nao-deterministico sem transigbes em vazio, com § : Q x & — 29;
3. Nao-deterministico com transi¢cdes em vazio, com
5:0x(Zu{e}) =29
Para completar o quadro de possibilidades, define-se 0 modelo de
autdmato finito deterministico com transi¢cdes em vazio:

4. Deterministico com transigbes em vazio, com
0:0x(EU{e})— 0.
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Autématos Finitos

N&o-determinismo e transicdes em vazio

Considerados todos os casos, cumpre retomar a discussao sobre o
conceito de “ndo-determinismo” e a relagao do mesmo com a forma
através da qual sao definidas as fungdes de transicao dos autbmatos
finitos.

Se, por um lado, os autdmatos dos modelos (2) e (3) sao ditos
nao-deterministicos, isso néo significa que, em casos particulares, sua
operacao nao possa ocorrer de forma deterministica (ver Exemplo
3.13). Por outro lado, os autdmatos do modelo (4), apesar de
denominados deterministicos, podem perfeitamente exibir um
comportamente nao-deterministico durante sua operagao (ver
Exemplo 3.14). Os autdmatos do modelo (1), por sua vez, exibem
sempre um comportamento deterministico.
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Autématos Finitos

Exemplo 3.13
Seja M1 = ({q0,41,92},{a,b},8,q0,{g2}) um autdmato finito ndo-deterministico
cuja fungdo de transig¢do & é definida como:

6(q0,a) = {qo}
0(q0,0) = {q1}
8(q1,€) {q2}

Qualquer que seja a configuragéo corrente (g;, o) considerada, existe sempre, no
mdaximo, uma Unica transi¢do de M| que pode ser aplicada e, portanto, no maximo,
uma tnica préxima configuracio possivel. Logo, a operacdo de M| é sempre
deterministica.
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Autématos Finitos

Exemplo 3.14
Seja M> = ({q0,491},{a,b},8,q0,{q1}) um autdbmato finito ndo-deterministico cuja
funcdo de transicdo & é definida como:

6(q0,a) = qo
0(q0,b) = qo
5(61078) = qi

Considere-se a cadeia de entrada a. As seguintes seqiiéncias de movimentagdes sao
validas em M>:

> (610761) F (‘1078)
> (qo.a) +(q1,a)

Logo, a operagdo de M, €, nesse caso, ndo-deterministica.
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Autématos Finitos

N&o-determinismo e transicdes em vazio

Como mostram os Exemplos 3.13 e 3.14, 0 que efetivamente
determina o comportamento que um autémato exibe durante a sua
operacao (se deterministico ou ndo) nao é o formato genérico da
funcéo de transicdo adotoda, mas as especificidades de sua propria
definigéo.
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Autématos Finitos

N&o-determinismo e transicdes em vazio

Um autémato nao-deterministico do modelo (2) pode operar de forma
deterministica se:

» fgcQ,0cx, talque |§(q,0)| >2;

Um autémato ndo-deterministico do modelo (3) pode operar de forma
deterministica se:

» gc 0,0 cX, talque |8(¢q,0)>2,e
> fgc 0, talque |5(¢g,€)| =2, e
> Jgc 0,0 cx, talque|8(q,0) > 1e|8(q,€)| > 1.

Um autdmato deterministico do modelo (4), por sua vez, pode operar
de forma ndo-deterministica, se:

> Jge Q,0 cXtalque 6(q,0) e 8(q,€) sao definidas.
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Autématos Finitos

Estados inacessiveis e inuteis

Nem todos os estados de um autdmato necessariamente contribuem
para a definicdo da linguagem por ele aceita. Estados inacessiveis e
estados inUteis sdo os mais importantes representantes desta
categoria de estados, 0s primeiros porque ndo podem ser alcancados
a partir do estado inicial do autémato, e os demais porque néo levam a
nenhum dos estados finais. Na Figura 22, ¢, € um estado inacessivel
€ ¢g> um estado indtil.

Figura 22: llustracdo dos conceitos de estado inacessivel (¢;) e de estado
inatil (g7)
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Autématos Finitos

Estados inacessiveis

SejaM = (01,%, 01,910, F1) um autdmato finito qualquer. Formalmente,
um estado g;; € Q; é dito “inacessivel’” quando nao existir caminho,
formado por transi¢des validas, que conduza o autémato do seu
estado inicial ¢ até o estado ¢;;. Em outras palavras, nao existe

a € X* tal que 8(q10, ) = q1;. Caso contrario, o estado ¢y; é dito
“acessivel”.

Estados inacessiveis nao contribuem para a definicdo da linguagem
aceita por M, podendo ser sistematicamente identificados e
eliminados do conjunto de estados, sem prejuizo para a linguagem
aceita pelo autémato.
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Autématos Finitos

Eliminagdo de estados inacessiveis

Considere-se a funcao de transicao § representada na forma tabular.
Acrescentem-se duas novas colunas a tabela: a primeira, denominada
“acessivel”, com a funcao de marcar os estados acessiveis, € a
segunda, denominada “considerado”, cuja fungao € indicar que o
correspondente estado j& foi levado em conta pelo método. O
Algoritmo 3.3 apresenta um método pratico que sistematiza a
identificacdo de estados inacessiveis.
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Autématos Finitos

Algoritmo

Algoritmo 3.3 “Obtencdo de um autémato sem estados inacessiveis
equivalente a outro com estados inacessiveis.”

» Entrada: um automato finito M = (Q1,%, 81,910, F1), representado na
notacdo tabular;

» Saida: um autémato finito N = (Q2,X, 6, q20, F»), isento de estados
inacessiveis, e tal que L(N) = L(M);
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Autématos Finitos

Algoritmo

Meétodo:

@ Considere-se a linha correspondente ao estado inicial de M. Marque-se
este estado como “acessivel” na coluna apropriada.

@ Para cada célula, desta linha da tabela, que contiver o nome de algum
estado, marcar tal estado, na linha correspondente, como “acessivel”.
Por iiltimo, marque-se o estado corrente como “considerado”.

© Escolha-se arbitrariamente qualquer outro estado que tenha sido
previamente marcado como “acessivel”, mas que ainda ndo esteja
marcado como “considerado”. Repitam-se os passos (2) e (3) até que
ndo mais existam na tabela estados acessiveis, porém ndo considerados.

©Q N é definido a partir de M eliminando-se todos os estados inacessiveis
(ou seja, aqueles que ndo foram marcados como acessiveis pelo
algoritmo), bem como todas as transicoes que deles partem ou a eles
chegam.

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 201 16 de novembro de 2023  166/412




Autématos Finitos

Exemplo 3.15
SejaM = (Q,X,0,qo, F), representado através da Tabela 18.

Tabela 18: Autémato original com estados inacessiveis

| 5]albleclalelr]|s]

— || 90 | 90 | 94 | 43

q1 | 494 q1
<l 92 q4 q1

g3 q4

94 q3 4qs
19 40 4qs
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Autématos Finitos

Tabela 19: Autdbmato original com estados inacessiveis, gy acessivel

H o ‘ a ‘ b ‘ c ‘ d ‘ e ‘ f ‘ g ‘Acessivel Considerado

— |90 | 90 | 94 | 43 v
q1 | 94 q
<1l 92 q4 qi
q3 q4
q4 q3 qs
< | 95 90 qs
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Autématos Finitos

Tabela 20: Autémato original com estados inacessiveis, gy considerado

H o ‘ a ‘ b ‘ c ‘ d ‘ e ‘ f ‘ g ‘Acessivel Considerado

— || 90 | 90 | 94 | 93 v v
q1 | g4 q

<1l 92 q4 qi
93 g4 v
q4 q3 gs v

< | 95 90 qs
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Autématos Finitos

Tabela 21: Autdémato original com estados inacessiveis, g3 considerado

H o ‘ a ‘ b ‘ c ‘ d ‘ e ‘ f ‘ g ‘Acessivel Considerado

— || 90 | 90 | 94 | 93 v v
q1 | g4 q

<1l 92 q4 qi
93 g4 v v
q4 q3 gs v

< | 95 90 qs
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Autématos Finitos

Tabela 22: Autémato original com estados inacessiveis, g4 considerado

H o ‘ a ‘ b ‘ c ‘ d ‘ e ‘ f ‘ g ‘Acessivel Considerado

— || 90 | 90 | 94 | 93 v v
q1 | g4 q1

<1l 92 q4 qi
93 g4 v v
q4 q3 gs v v

— 1195 90 qs v
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Autématos Finitos

Tabela 23: Autémato original com estados inacessiveis, g5 considerado

H o ‘ a ‘ b ‘ c ‘ d ‘ e ‘ f ‘ g ‘Acessivel Considerado

— || 90 | 90 | 94 | 93 v v
q1 | g4 q

<1l 92 q4 qi
93 g4 v v
q4 q3 gs v v

| 95 q0 qs v v
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Autématos Finitos

Tabela 24: Autémato equivalente ao da Tabela 18, eliminados os estados
inacessiveis

| 5]albleclalelr]|s]

— || 90 | 90 | 94 | 43
q3 q4
q4 q3 qs
< |l 95 90 qs
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Autématos Finitos

Estados inuteis

Estados inuteis sdo estados que, apesar de poderem ser alcangados
a partir do estado inicial do autémato, ndo conduzem a nenhum de
seus estados finais. Logo, eles em nada contribuem para a aceitacao
de sentencas da linguagem definida pelo autémato, podendo portanto
ser removidos sem qualquer prejuizo para a linguagem reconhecida.
A base de inducdo usada no algoritmo de eliminacao de estados
inGteis sera o conjunto dos estados finais do autémato, que, por
definigdo, sédo sempre uteis (todo estado final reconhece pelo menos
uma cadeia, a cadeia vazia). Naturalmente, se ndo houver estados
finais no autdmato, todos os seus estados podem ser declarados
inlteis, e a linguagem por ele definida sera vazia.
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Autématos Finitos

Eliminacao de estados inuteis

A aplicagéo deste algoritmo pode ser sistematizada de forma
semelhante a que foi elaborada para o algoritmo de eliminagao de
estados inacessiveis. Basta representar a funcao de transi¢cdo 6 na
forma tabular e acrescentar duas novas colunas a tabela: a primeira,
denominada “(til”, e a segunda, denominada “considerado”, e
executar os passos do Algoritmo 3.4.
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Autématos Finitos

Algoritmo

Algoritmo 3.4 “Método prdtico para obtengdo de um autdmato sem estados
iniiteis equivalente a outro com estados iniiteis, porém sem estados
inacessiveis.”

» Entrada: um automato finito M = (Q1,%, 01,910, F1), representado na
notacdo tabular;

» Saida: um autémato finito N = (Q2,X, 6, q20, F»), isento de estados
iniiteis, e tal que L(N) = L(M);
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Autématos Finitos

Algoritmo

Meétodo:

@ Considerem-se as linhas correspondentes aos estados finais de M.
Marquem-se as mesmas como titeis, na coluna apropriada.

@ Selecione-se um estado qualquer marcado como “iitil”, porém ainda
ndo marcado como “considerado”. Inspecionem-se todos os demais
estados do autdomato, identificando quais deles permitem transitar para
o estado selecionado. Marquem-se todos como iiteis. Marque-se
finalmente o estado selecionado como “considerado”’.

© Repita-se o passo (2) até que ndo reste mais nenhum estado marcado
como “util”, mas ainda ndo como “considerado” .

© O autémato N é definido a partir de M eliminando-se-lhe todos os
estados intiteis, bem como todas as transi¢oes que deles partem ou a eles
chegam.
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Autématos Finitos

Exemplo 3.16
Considere-se o autdmato da Figura 23, em que todos os estados sdo acessiveis mas
nem todos sdo uteis.

Figura 23: Autbmato contendo estados inuteis
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Autématos Finitos

Tabela 25: Autdbmato da Figura 23, estado ¢4 Util
H o ‘ a ‘ b ‘ c ‘ Util ‘ Considerado
— 19 | 93| 92 | 91
q1 92
q2 q1
q3 q4
< || 94 q4

Marcus Ramos (UNIVASF)

LFA 2010-1

16 de novembro de 2023

179/412



Autématos Finitos

Tabela 26: Autémato da Figura 23, estado ¢4 considerado

H é ‘ a ‘ b ‘ c ‘Ijtil ‘ Considerado

— || 90 | 93 | 92 | 41
q1 q2
q2 q1
q3 qa | v
— || g4 qs | vV v
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Autématos Finitos

Tabela 27: Autdbmato da Figura 23, estado ¢y Util
H 6 ‘ a ‘ b ‘ c ‘ Util ‘ Considerado

=gl |e|la| vV
q1 q2
q2 q1
93 qs | vV

— || g4 qs | vV
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Autématos Finitos

Tabela 28: Autémato da Figura 23, estado ¢y considerado

H é ‘ a ‘ b ‘ c ‘Ijtil ‘ Considerado

=9 |4 |9 |9 | v v
q1 q2
q2 q1
q3 qa | vV v
— || g4 qs | vV v
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Autématos Finitos

Tabela 29: Autémato equivalente ao da Figura 23, estados inuteis eliminados

[ alo]c]
— |1 90 | 43

q3 94
|| 94 q4
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Autématos Finitos

Perguntas

@ Dado um autémato finito qualquer, seré possivel obter uma
versao deterministica, isenta de transicbes em vazio e estados
inacessiveis ou inuteis, aplicando-se uma s6 vez cada um dos
algoritmos descritos?

© Em caso afirmativo, em qual seqiiéncia devem eles ser
aplicados?
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Autématos Finitos

Para responder a essas questdes, é suficiente observar que:

» A eliminagao de transi¢oes em vazio:
» Pode introduzir ndo-determinismos;
» Pode fazer surgir estados inacessiveis ou inuteis.
» A eliminagao de nao-determinismos:
» Pode fazer surgir estados inacessiveis ou inlteis;
» Nao introduz transi¢cdes em vazio.
» A eliminagao de estados inacessiveis ou indteis:

» N3&o faz surgir ndo-determinismos;
» Nao introduz transi¢cdes em vazio;
> Pode ser feita em qualquer ordem.
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Autématos Finitos

Respostas

Logo, é facil provar que a resposta para as questdes inicialmente
propostas é “sim”, bastando para isso aplicar os algoritmos na
seguinte sequiéncia:

@ Eliminagao de transigdes em vazio, se houver;
@ Eliminacao dos nao-determinismos restantes, caso haja algum;

© Eliminacao de estados inacessiveis e inlteis (em qualquer
ordem), caso existam.
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Autématos Finitos

Exemplo 3.17

Considere-se um autdomato finito M, conforme a Tabela 30, que apresenta transi¢des
em vazio e ndo-determinismo (conseqiiéncia, no caso, das transi¢des em vazio

existentes).

Tabela 30: Autdmato original com transi¢cdes em vazio

|5 ]alblclalele]

— | 90 q1 q1 q2
q1 | 43 91 94
92 q2 q3
q3 q4 q3
194 92 q4 | qo0
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Autématos Finitos

Exemplo

Eliminacéo de transi¢cbes em vazio

Tabela 31: Eliminagao de (go,€) — ¢

lslal b [c] a |ele]
— || g0 {q1,92} {q1,93}
q1 | 43 q1 ’z
e 9@ %
9 | g4 g3
— || g4 i 94 | 9o
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Autématos Finitos

Exemplo

Eliminacéo de transi¢cbes em vazio

Tabela 32: Eliminagao de (g1,€) — ¢4

lolal & [c] o [ele]
— || g0 {q1,92} {q1,93}
9| g3 q2 qi q4 | 90
q2 9 q3
q3 | 44 q3
— |l 94 q2 q4 | 90
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Autématos Finitos

Exemplo

Eliminacéo de transi¢cbes em vazio

Tabela 33: Eliminagao de (q1,€) — qo

lslal & [c] a [e]e]
= || 90 {g1,92} {g1,43}
o || {99} {g1,93} | 94

9 92 93

q3 | 94 q3
— |l 94 q2 q4 | 90
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Autématos Finitos

Exemplo

Eliminacéo de transi¢cbes em vazio

Tabela 34: Eliminagao de (g4,€) — qo

lslal o |c| a [ele]
= || 90 {91,942} {91,943}
— a1 | 95 | {9192} {g1,93} | 94
7 7 9
9 | g4 93
— |l gs {91,92} {91,935} | qa
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Autématos Finitos

Exemplo

Eliminacéo de transi¢cbes em vazio

Tabela 35: Autémato equivalente ao da Tabela 30, eliminadas as transicoes
em vazio

lslal b lec| a |e]
— || 90 {g1, 92} {q1,q3}
e | o | {9192} {91,943} | 94

9 9 93

93 | 94 9
— |l g4 {g1,92} {91,943} | q4
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Autématos Finitos

Exemplo

Eliminacéao de nao-determinismos

Tabela 36: Autdbmato isento de nao-determinismos, versao inicial

I s [ a | b lec| a |e]
- 90 {q1,92} {a1,93}
— q 93 {q1,92} {91,943} | 94
92 92 93
e q4 93
— q4 {q1,92} {91,943} | 94
< || {9192} 93 {q1,92} {91,943} | 94
< || {g1.93} | {93.94} | {a1.92} | a3 | {q1.93} | a4
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Autématos Finitos

Exemplo

Eliminacéao de nao-determinismos

Tabela 37: Automato isento de ndo-determinismos, versao final

— q0 q192 q193
— qi 93 | 9192 q193 | 44
9 q2 q3
q3 94 q3
— q4 q192 q193 | 44
| 9192 | 93 | 9192 q193 | 44
<9193 | 9394 | 9192 | 93 | 9193 | 44
<9394 | 94 | 9192 | 93 | 9193 | 94
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Autématos Finitos

Exemplo

Renomeando os estados

Tabela 38: Autdbmato da Tabela 37, com estados renomeados

| 5]alblelale]

— 1| 40 qs 96
9| 93| g5 g6 | 94
q2 q2 q3

q3 | 44 q3
— | 94 4qs g6 | 494
<1195 |93 | 95 g6 | 494
|96 | 97 | 95 | 93 | 96 | 94
)97 | 94 | 95 | 93 | 96 | 94
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Autématos Finitos

Exemplo

Eliminacéo de estados inacessiveis

Tabela 39: Eliminagéo de estados inacessiveis

H o ‘ a ‘ b ‘ c ‘ d ‘ e ‘Acessfvel Considerado

— || 90 qs gs v v
9|93 | g5 g6 | 44

a2 92 q3

q3 | 44 q3 v v
— || 94 qs g6 | g4 v v
— 195 | 93 | g5 g6 | 94 v v
— 119 | 97 | 95 | 93 | 96 | 94 v v
— 1197 |94 | 95 | 93 | 96 | g4 v v
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Autématos Finitos

Exemplo

Resultado final

Tabela 40: Autdmato final obtido pela eliminagéo de transigbes em vazio,
nao-determinismos e estados inacessiveis

| 5] alblclale]

— 1| 40 4qs g6

q3 | 94 q3
| 94 4qs 96 | 44
<195 |93 | 95 g6 | 494
496 | 97 | 95 | 93 | 96 | 94
)97 | 94 | 95 | 93 | 96 | 94
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Equivaléncia

Na presente se¢éo é mostrada a equivaléncia entre as linguagens
caracterizadas pelos conjuntos regulares e as geradas pelas
gramaticas lineares a direita, ou seja, prova-se que toda e qualquer
linguagem gerada por alguma gramatica linear € um conjunto regular,
e também, inversamente, que todo e qualquer conjunto regular pode
ser expresso através de uma gramatica linear.

Conjuntos regulares

® BN
N\ SO
N N
N N
N N
N \
N > ~ N N
~ N
- T )
Gramaticas lineares - > Autdomatos
a direita - - finitos

Figura 24: Equivaléncia dos formalismos — parte 1
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Conjuntos regulares = gramaticas lineares a direita

Teorema 4.1 “Todo conjunto regular € gerado por uma graméatica
linear a direita.”

Deseja-se demonstrar que todo e qualquer conjunto regular define

uma linguagem que também pode ser gerada por uma gramatica
linear a direita.
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Conjuntos regulares = gramaticas lineares a direita

Por defini¢éo, 0,{¢},{c},o € £, onde X é um alfabeto (conjunto finito e
nao-vazio), sdo conjuntos regulares. Da mesma forma, XU Y, XY e X*,
com X e Y conjuntos regulares, também sao conjuntos regulares. A
equivaléncia de tais conjuntos regulares com as correspondentes
gramaticas lineares a direita que os geram é mostrada a seguir:

» ( € uma linguagem linear a direita, pois:
G=({S}UZ,2,0,S) é tal que L(G) =0

» {e} é uma linguagem linear a direita, pois:
G=({STULX,{S — ¢€},5) étal que L(G) = {¢}

» {o} é uma linguagem linear a direita, pois:
G=({o,8},{c},{S— 0c},S) étalque L(G) ={o}
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Conjuntos regulares = gramaticas lineares a direita

Suponha-se agora que X e Y sejam dois conjuntos regulares, gerados
por gramaticas lineares a direita. E valido, nesse caso, admitir que X e
Y sejam gerados pelas gramaticas G, e G,:

X = L(GX)7G)C:(ZJCUNX7ZX7P)C;S)C)
Y = L(G,),G,=(X,UN,,XL,,P,,S,)

Admita-se ainda, sem perda de generalidade, que N,NN, = 0. Caso
isso ndo seja verdadeiro, podem-se renomear 0s hao-terminais, de
modo que essa condigao seja satisfeita. Nessa situacéo, a aplicagao
das operacdes de unido, concatenacao e fechamento reflexivo sobre
X e Y geram novas linguagens lineares a direita.
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Conjuntos regulares = gramaticas lineares a direita

> Z=XUY é uma linguagem linear a direita, pois:
G, = (Z,UZ,UN,UN,U{S;}, X UZ,, P, UP,U{S, = S:,S. = 5,},S5)
étalque L(G,) =XUY.
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Conjuntos regulares = gramaticas lineares a direita

» Z = XY é uma linguagem linear a direita, pois:
G, = (EUX,UN,UN,, X, UX,, P,UP,S,), sendo P, obtido pela
aplicacéo das regras:
a) SeA—>oBe Py, entdo A — oBe P,
b) SeA— o€ Py, entdo A — oS, € P;
Cc) SeA—~ecP,,entdo A — S, €P;

é tal que L(G;) = XY.
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Conjuntos regulares = gramaticas lineares a direita

> Z =X" é uma linguagem linear a direita, pois:
G, = (ZUN,U{S;}, X, {S; — S,,S; — €} UP,,S;), sendo P, obtido
pela aplicacado das regras:

a) SeA—>oBe Py, entdo A — oBe P,
b) SeA—+oceP,entdoA — oS, P,
c) SeA—e€P,entdoA— S, € P,

étal que L(G,) = X*.
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Exemplo

Exemplo 4.1
Considere-se o alfabeto X = {0,1,2}. Os conjuntos regulares
Lo={0},L; = {1},L, = {2} sdo definidos, respectivamente, pelas gramaticas:

> Gy= ({0,50},{0},{50—)0},50)
> G]:({1,51},{1},{51%1},51)
> Gy =({2,5:},{2},{S> —2},S»)
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Continuacéao

Através da aplicagdo das regras correspondentes ao fechamento reflexivo e transitivo,
obtém-se, a partir de Gy e G, novas gramdticas G3 e G4 representando,
respectivamente, os conjuntos {0}* e {1}*:

> G3 = ({0,50,53},{0},{53 — S(),S3 — E,S() — 053},53)
> Gy = ({1,51,54},{1},{34 — 81,84 > €,51 — 154},54)
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Continuacéao

Da concatenacdo dos conjuntos {0}* e {1}* resulta o conjunto regular {0}*{1}*,
representado através da gramatica linear a direita Gs:

> GS = ({07 17S07ShS3754}7{071}7P57S3)
Ps = {S3 — S(),S3 —>S4,So —>OS3,S4 — Sl,S4 — E,Sl — 154}

Gs Gy
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Continuacéao

Finalmente, a linguagem obtida pela unido de L(Gs) com L(G;) pode ser
representada pela gramadtica linear Gg:
> G = ({0,1,2,50,51,52,53,54,56},{0, 1,2}, Ps,S6)
Pe = {Sc — 52,856 — 53,52 = 2,
—

G
S3 —>S(),Sg — S4,So — 053,54 —>Sl,S4 — S,Sl — 154}

Gs
Portanto, L(Gg) = {0}*{1}*U{2}.
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Exemplo

Exemplo 4.2

A gramitica Gg do Exemplo 4.1 poderia ser simplificada, mantendo-se a linguagem
original e reduzindo-se a quantidade de simbolos ndo-terminais e o nimero de
produgdes. Uma possibilidade seria:

> Gg=({0,1,2,5,A,B},{0,1,2},P¢,S)
Ps={S—2,S—AA—0A,A—B,B— 1B,B— ¢}
M~ ——— Y~ —,———
{2} {0} {op{1}* {1}
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Conjuntos regulares < gramaticas lineares a direita

Teorema 4.2 “Toda gramatica linear a direita gera um conjunto
regular”

Mostra-se agora a proposicao inversa, ou seja, que toda e qualquer
linguagem gerada por uma gramatica linear a direita constitui um
conjunto regular. Para tanto, deve-se lembrar que gramaticas lineares
a direita se caracterizam por apresentarem apenas produgdes com 0s
formatos seguintes:

> X; — oX;

> X=X

> X;— o

> X;— &€
comoeXeX;,X;eN.
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Conjuntos regulares < gramaticas lineares a direita

O Algoritmo 4.1, a seguir apresentado, permite a obtengao, de forma
sistematica, de uma expressao que representa o conjunto regular
definido por uma gramatica linear a direita fornecida como entrada.
Inicialmente, a representacao algébrica da gramatica deve ser
modificada, para permitir a representagéo explicita dos conjuntos
denotados pelos seus simbolos ndo-terminais:

> X; — oX; torna-se X; = {0 }X;
> X; — X, torna-se X; = {e}X;
> X, — o torna-se X; = {o}

> X, — etorna-se X; = {¢}
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Conjuntos regulares < gramaticas lineares a direita

Como resultado, obtém-se um sistema de equacoes regulares, em
qgue cada equacao corresponde a uma diferente variavel
(ndo-terminal) da gramatica original. A solugao desse sistema de m
variaveis e m equacoes fornece as expressoes que definem os
conjuntos regulares representados pelos diversos simbolos
ndo-terminais. Em particular, o conjunto regular associado ao
nao-terminal raiz da gramatica define a linguagem por ela descrita.
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Conjuntos regulares < gramaticas lineares a direita

Nesse sistema, cada equagao possui 0 seguinte formato geral:

X, =Ag X1 UApXo U...UA;: X, UBjjUBp U...Bj;

onde:
> Aj={0;} se X; — 0;X; € P,o; € (XU{e}), ouA; =0 em caso
contrario;

» Bjj={0;} se X;—o; € P,o; € (LU{¢e}).
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Conjuntos regulares < gramaticas lineares a direita

O sistema de equacgdes propriamente dito assume entao a forma
genérica:

X = A11X1UA12X2U...UA1meUBUUB]2U...Blp
Xo = AnXiUA»XoU...UA»,X,,UBy UBy U ...qu
X = AuXiUApXoU...UAXm UByi UBy U ..Byy,,

Observe-se que cada equacao assim obtida pode conter referéncias a
todos os simbolos ndo-terminais da graméatica (X; a X,,) bem como a
termos constantes (B;;), em quantidade variavel conforme a equag&o.
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Conjuntos regulares < gramaticas lineares a direita

A seguir, coloca-se em evidéncia o simbolo nao-terminal X; definido
em cada equacao. Isso, e o agrupamento de todos os termos que néao
dependem de X;, pela aplicacdo da propriedade associativa da unido
dos conjuntos, altera a representacao da equagéao para:

Xi =AiiX;U(A;UB;)

onde:
> A =UAX L <jSm,j#i
» B, =B;jUBpU...Bj
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Conjuntos regulares < gramaticas lineares a direita

Fazendo-se C; = A; U B;, sdo obtidas expressdes do tipo:
X, =A;X; UG

onde C; representa todos os termos da i-ésima equacao que nao
contém referéncias diretas ao simbolo ndo-terminal X;, e A;;
representa o conjunto de todas as cadeias sobre ¥ que prefixam X; na
equacao em que este ndo-terminal é definido.
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Conjuntos regulares < gramaticas lineares a direita

E possivel demonstrar, por inducéo, que equacdes com o formato
genérico X; = A;X; U C; possuem, como solucao geral, o conjunto:

X; = ALC;

Nesta expressao, ndo existem ocorréncias do simbolo X;. De fato,
substituindo-se X; por A};C; na segunda ocorréncia deste simbolo em
X; = A; X;UC;, obtém-se a identidade:

X =AuX;UCi = Ai(A;;C)UC; = AL CiUCi = AjC;
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Solugdo de X =AXUC

Teorema 4.3 “A equagao regular X = AXU C tem como solugéo geral
0 conjunto regular X =A*C”

Partindo-se de X = AX U C, pode-se levantar o conjunto de valores da

varidvel X que satisfazem a essa igualdade. Ha dois caminhos
possiveis:

1. X = C, que é uma solucao é trivial, obtida pela simples inspecao
de X =AXUC;
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Solugdo de X =AXUC

2. X = AX, que deve ser assim interpretada: “para obter um novo
valor de X, utiliza-se algum valor ja conhecido, e concatene-se-lhe
um A a esquerda”. Aplicando-se essa interpretacdo a solucao
obtida em (1), tem-se: X = AC, que passa a ser uma nova solugao
conhecida. Aplicando-se outra vez essa interpretacao a solucao
X =AC, obtém-se X = AAC, e assim por diante. Note-se que
dessa forma foi obtida uma seqiéncia de solugdes
progressivamente mais longas, partindo-se da solugao trivial,
através da concatenagao de elementos A a esquerda.
Generalizando-se, tem-se a forma X = A*C como solugéo geral da
equagédo X = AXUC.
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Resolucdo de um sistema de equacdes regulares

Algoritmo 4.1 “Resolucdo de um sistema de equagdes regulares.”

» Entrada: Uma série de equacoes regulares sobre varidveis X;,1 <i < m,
cujos coeficientes A;; sdo conjuntos regulares sobre um alfabeto X.

» Saida: Uma série de conjuntos regulares Y; sobre ¥, de tal forma que
X; = Y-
> Método:
Qi1
@ Sei=m, entdo desviar para (4). Caso contrdrio, considerar a i-ésima
equagdo na forma X; = A;;X; U C; e substituir todas as ocorréncias de X;
por A};Ci nas equagdes referentes as varidveis X, (i+1) <j<m;
Q i—i+le desviar para (2);
@ Sei=0, entdo FIM. Caso contrdrio, X; < Y: = A’;,C; e substituir todas as
ocorréncias de X; pelo conjunto y; nas equagdes referentes as varidveis
X, 1<j< (i—1)
i< i— 1 edesviar para (4).
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Exemplo

Exemplo 4.3

Considere-se a gramdtica linear a direita Gy:
Go = ({a,b,c,d,X0.X1,X2},{a,b,c,d}, Py, Xo)
Py = {Xo — aXp,Xo — aX1,Xo — b,

X1 —>bX1,X1 —>CX1,X1 —>CX2,X1 —>d,
X, — aXo,Xo — bX1,X2 — cX2,Xo — ¢,Xp — d}

LFA 201 16 de novembro de 2023  221/412
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Exemplo

Continuagao

Convertendo-se as produgdes algébricas para a notagdo de conjuntos, obtém-se:
> Xo = {a}Xo,Xo = {a}X1,Xo = {b},
> X ={b}X1,X) = {c}X1, X1 = {c} X2, X, = {d},
> Xo ={a}Xo,Xo = {b}X1, X2 = {c} X2, X2 = {c}, X2 = {d}
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Exemplo

Continuagao

Do agrupamento das alternativas de substitui¢do de cada simbolo nio-terminal
resulta o sistema de equagdes seguinte:

> Xo={a}XoU{a}X;U{b}
> X = {b}X] U {C}Xl U {C}Xg U {d}
> Xo ={a}XoU{b}X 1 U{c}XxaU{c}U{d}
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Exemplo

Continuagao

Colocando-se em evidéncia os simbolos nio-terminais definidos em cada equacio, o
novo sistema toma o seguinte aspecto:

> Xy= {a}Xo U ({a}X1 U {b}) =ApXoUCy
> X = {b,C}Xl U ({C}X2 U {d}) =A1X;UC
> X, = {C}Xz @] ({a}Xo @] {b}X] @] {C,d}) =AnX, U,

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 16 de novembro de 2023 224/412



Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Exemplo

Continuagao

> Ao = {a},Ao={a}X1,Bo = {b}
> A= {b,c},Al = {C}Xz,Bl = {d}
> Ay ={c},Ar» ={a}XoU{b}X,,Br = {c,d}

» Cop=ApUBy= {a}X1 U{b}

> C,=AUB ={c}XxU{d}
> Co— Ay UBs = ({a}Xo U{b}X1) U{c,d}
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Exemplo

Continuagao

Eliminando-se as referéncias aos simbolos ndo-terminais X;,0 < i < 2, nas equagdes
em que os mesmos sdo definidos, resulta:

> Xo={a}*({a}X, U{b})
> X1 ={b,c}"({c}XaU{d})
> Xo = {c}"({a}XoU {b}X1 U{c,d})
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Exemplo

Continuagao

» Passos 1 e 2 do algoritmo, primeira passagem:

Xo = {a}*({a}X1U{b}) e substituicdo nas equagdes de X| e X :
Xo = {a}"({a}X1u{b})

X1 = {bc}XiU({c}X2u{d})

X {3 U({at({a} ({a}X1U{b})) U {b}X U {c,d})

{ctxoU({at({at{a}XxiU{a} {b}) U{b}X 1 U{c,d})
{c}Xou({at{a} {a}X1U{at{a} « {b} U{b}X1U{c,d})
{c}Xou{at{a}{a}xiU{a}{a} {b} U{b}X1U{c,d}
{e}X2 U {a}{a} X1 U{a} {b} U{b}X1 U{c,d}
{e3xau({aH{a} " U{bh)X U ({a} {b} U{c,d})
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Exemplo

Continuagao

» Passos 1 e 2 do algoritmo, segunda passagem:

X = {b,c}*"({c}X2U{d}) e substitui¢do na equagdo de X; :

Xo = {a}"({a}X10{b})

Xi {b,c}"({c}x2U{d})

X {c}2U({aH{a} T U{b})({b,c} ({c}X2U{d})) Ufa} T{b} U{c.a})

{e}XU({at{a} U {b})({b,c} {c} X2 U b, c}*{d}) U{a} T{b} U{c,d}
{epxoU({aH{a} " U{bh){b,c} {c}Xa U ({at{a} " U{b}){b,c}{d} UL
{a}"{p} U{c,d}

{e}x2U({aH{a} T U{b}){b.c}{c}Xa U {a}t{a} {b,c}"{d}U
{bHb,c}{d}u{a}{b}U{c.d}

= ({ctu{at{a}"U{b}){b,c}{ch)XaU{a}{a} "{b,c}"{d} U
{b}{b,c}{d} u{a} {b}U{c,d}
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Exemplo

Continuagao

» Passos 1 e 2 do algoritmo, terceira passagem:

X, = A3Cy, com:
Az ({ctu{at{a}Tu{p}){b,c}{c})
G {aH{a} ™ {b,c}{d} U{b}{b,c}{d} U{a} " {b} U{c,d}
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Exemplo

Continuagao

» Passos 4 e 5 do algoritmo, primeira passagem:
Substitui¢do de X, por A%,C, nas equagdes de X e X:

Xo = {a} ({a}xiu{b})
X {b,c} ({c}(AnCa) U{d}) = {b, e} {c}A%Cr U {b,c} {d}
X A5G
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Exemplo

Continuagao

» Passos 4 e 5 do algoritmo, segunda passagem:
Substitui¢do de X; por {b,c}*{c}A5,C,U{b,c}*{d} na equagido de Xo:

Xo = {a}"({a}({b,c}{c}A5CrU{b,c} {d}) U{b})

= {a}"({a}{b,c}{c}A%CrU{a}{b,c}"{d} U{b})

= A{a}{a}{b,c}{c}AnCrU{a} {a}{b,c} {d} U{a}"{b}
X1 = {b,c}{c}A%CoU{b,c} {d}
X, = A5G

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 16 de novembro de 2023 231/412



Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Exemplo

Continuagao

Portanto, o conjunto regular definido por Gy é Q€2 U Q3 U Q4, com:

Q = {a}{a}{b,c}{cH({c}U({aH{a} T U{b}){b,c}"{c})"

Q= A{al{a}{b,c}"{d}U{b}{b,c}"{d} U{a} " {b}U{c,d}
Q= {a}'{a}{b,c}"{d}
Qs = {a}"{b}
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Exemplo

Exemplo 4.4

Seja G| uma gramadtica linear a direita:
G = ({0,1,2,X1,X,X3},{0,1,2}, Py, X))
P = {X] — 0X1,X1 = Xo,

X, — le,Xz — 1X3,
X3 — 2X3,X3 — 22}
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Exemplo

Continuagao

Efetuando-se a mudanga de notagdo e agrupando-se as alternativas, obtemos o
sistema de equagdes:

X, = {0}X1U{8}X2
X, = {1}X2U{1}X3
X; = {2}X;3U{22}

Pelo fato de esta gramatica ndo conter referéncias a varidvel (ndo-terminal) X nas
equacdes de X, e X3, nem tampouco referéncias a varidvel X, na equagdo da varidvel
X3, torna-se pratico em primeiro lugar resolver diretamente a equacdo referente a
variavel X3:

X3 = {2)7(22)
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Exemplo

Continuagao

A seguir, substituem-se pela expressdo acima todas as ocorréncias da varidvel X3 nas

equagdes anteriores. O sistema de equagdes torna-se entdo:

Marcus Ramos (UNIVASF)

X = {O}Xl U {S}Xz
X = {1}XU{1}{2}"{22}
X3 = {2}7{22}
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Exemplo

Continuagao

De forma andloga, obtém-se X, = {1}*{1}{2}*{22} e efetua-se a substitui¢do desta
expressdo em todas as ocorréncias da varidvel X, nas equacdes anteriores, que entao
se tornam:

Xi = {opxiufe{1}{1}{2}7{22}
X, = {1}{1H{2}{22}
X5 = {2}{22}
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Gramaticas Regulares e Conjuntos Regulares

Exemplo

Continuagao

Finalmente, obtém-se X; = {0}*{1}*{1}{2}*{22}, que representa também o
conjunto regular definido pela gramdtica linear a direita G. Resulta:

Marcus Ramos (UNIVASF)

X
X5
X3

{0y {13 {1{2}"{22}
{1 {13{2){22}
{217{22}
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Gramaticas Regulares e Autdmatos Finitos

Equivaléncia

E mostrada a seguir a equivaléncia entre as gramaticas lineares a
direita e os autdmatos finitos, no que diz respeito a classe de
linguagens que tais dispositivos sdo capazes de definir.

As equivaléncias discutidas nesta se¢éo estédo representadas com
destaque na Figura 25.

Conjuntos regulares

.- / » -
-7 / \ ~o
’ s / N N ~ N
p
/// i AN N AN
. \
/ 7 N N AN
» - - R MY
Gramaticas lineares — Autdmatos
a direita —_— finitos

Figura 25: Equivaléncia dos formalismos — parte 2
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Gramaticas Regulares e Autdmatos Finitos

Gramaticas lineares a direita = autdmatos finitos

Teorema 5.1 “Seja G uma gramatica linear a direita. Entao é possivel
definir um autémato finito M de tal modo que L(G) = L(M).”

Considere-se G = (V,X,P,S). As produgdes de P s&o do tipo:
Q X—ay

Q@ Xx—vY
Q@ X—a
QO X—¢
comX,YEeN,ack.
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Gramaticas Regulares e Autdmatos Finitos

Gramaticas lineares a direita = autdmatos finitos

Algoritmo 5.1 “Construcdo de um autémato finito a partir de uma gramdtica
linear a direita.”

» Entrada: uma gramadtica linear a direita G;

» Saida: um automato finito M (eventualmente ndo-deterministico e com
transi¢des em vazio) tal que L(M) = L(G);
> Método:
1. Conjunto de estados:
Cada estado de M corresponde a um dos simbolos ndo-terminais de G. A
esse conjunto acrescenta-se um novo simbolo (estado) Z ¢ N, ou seja,
0 =NU{Z}. O estado inicial de M é S, a raiz da gramdtica. O estado
final de M é Z, o novo estado acrescentado.
2. Alfabeto de entrada:
O alfabeto de entrada ¥ de M é o mesmo alfabeto ¥ de G.
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Gramaticas Regulares e Autdmatos Finitos

Gramaticas lineares a direita = autdmatos finitos

3. Fungdo de transi¢cdo:
0« 0;
Para cada regra de produgcdo em P da gramdtica G, e conforme seu tipo:
Q@ SeX —aYentiod <+ dU{(X,a)—Y};
@ SeX —Yentdod+ U{(X,e) =Y},
@ SeX —aentdod <+ dU{(X,a)—>Z};
Q SeX—eentdod <+ dU{(X,e)—Z}.
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Gramaticas Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

Exemplo 5.1
Seja G uma gramatica linear a direita:
G = (V,L,PS)
v = {ab,c,S,K,L}
Y = {ab,c}
P {§—a,§—aK,K —DK,K— L L— cLL— €}

Aplicando-se o algoritmo de conversdo a G, obtém-se o autdmato da Tabela 41.
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Gramaticas Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

Continuagao

Tabela 41: Mapeamento das produgdes da gramatica G para as regras de
transicao do autbmato M

P 0
S—a | 8(S,a)=Z
S—aK | 8(S,a)=K
K—bK | 6(K,pb)=K
K—L | 6(K,e)=L
L—cL | 0(L,c)=L
L—e | 0(Le)=Z
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Gramaticas Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

Continuagao

O autdmato finito completo M assim especificado é apresentado na Figura 26.
Note-se que L(G) = L(M) = ab*c*.

M = (0Q,%,6,SF)

Q0 = {S,K,L,Z}

Y = {a,b,c}

6 = {(S,a)—=Z,(S,a) > K,(K,b)—K,(K,e) > L,(L,c) = L,(L,e) =~ Z}
F = {Z}
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Gramaticas Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

Continuagao

Figura 26: Autbmato resultante do mapeamento mostrado na Tabela 41
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Gramaticas Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

Continuagao

Considere-se a sentenca abbcc, e as correspondentes seqiiéncias de derivacdes em G
e de movimentagdes em M:

» S= aK = abK = abbK = abbL = abbcL = abbccL = abbcc
> (S,abbcc) b (K,bbee) - (K,bee) b (K, cc) b (Lyec) - (Lye) - (L,e) - (Z,€)

Comparando-se as formas sentenciais geradas por G com as configura¢des assumidas
por M, é facil perceber que hd uma relagdo direta entre elas, expressa na idéia
anteriormente exposta de que a linguagem gerada por um certo simbolo néo-terminal
de G corresponde a linguagem reconhecida pelo respectivo estado de M. Note-se, em
particular, que o nimero de formas sentenciais geradas por G ¢ igual ao nimero de
configuragdes assumidas por M no reconhecimento da mesma cadeia de entrada (no
caso, oito formas sentenciais e oito configuracdes).
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Gramaticas Regulares e Autdmatos Finitos

Gramaticas lineares a direita <= autdmatos finitos

Teorema 5.2 “Seja M um autdmato finito qualquer. Entao é possivel
definir uma gramética linear a direita G, de tal modo que L(M) = L(G).”

Considere-se M = (Q, X, 8, qo, F) um autébmato finito genérico,
nao-deterministico e com transigées em vazio. O Algoritmo 5.2 mostra
como construir uma gramatica linear a direita G = (V, X, P, S) a partir
de M.
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Gramaticas Regulares e Autdmatos Finitos

Gramaticas lineares a direita <= autdmatos finitos

Algoritmo 5.2 “Construcdo de uma gramdtica linear a direita a partir de um
automato finito.”
» Entrada: um automato finito M;
» Saida: uma gramdtica linear a direita G tal que L(G) = L(M);
> Método:
1. Definigcdo do conjunto de simbolos ndo-terminais:
Os simbolos ndo-terminais de G correspondem aos estados de M. A raiz
da gramadtica é q.
2. Alfabeto de entrada:
O alfabeto X de G é o proprio alfabeto de entrada X de M.
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Gramaticas Regulares e Autdmatos Finitos

Gramaticas lineares a direita <= autdmatos finitos

3. Produgoes:
P+ 0;
Para cada elemento de 6 da mdquina M, e conforme o tipo das
transicoes de M :
Q@ Se 6(gi,a) = gj, entdo P < PU{q; — aq;};
@ Se 8(qi ) = gj, entdo P+ PU{q; — g;}.
Para cada elemento de Q da mdquina M:
O Segq; € F, entdo P+ {q; — €}.
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Gramaticas Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

Exemplo 5.2
Seja M representado na Figura 27.
M = (Q72757CI07F)
{1107(]17512}
{a,b,c}
- {(6]0,61) - 611,(th) — q1, (QI 7C) —q2, (61178) —q2, (QZ7C) — 6]2}

= {q}

N o MO
I

Figura 27: Autbmato original M do Exemplo 5.2
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Gramaticas Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

Continuagao

Aplicando-se o algoritmo de conversdo a maquina M, obtém-se a gramdtica linear a
direita G apresentada na Tabela 42, cujo conjunto de produgdes P corresponde a
segunda coluna da mesma. Note que L(M) = L(G) = ab*c*.

G

Vv
X
P

Marcus Ramos (UNIVASF)

(V.E,P,q0)
{a,b,c,q90,91,92}
{a,b,c}

{90 — aqu,

q1 — bqu,

q1 — ¢q2,

q1 — 42,

q2 — ¢q2,

g2 — €}
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Gramaticas Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

Continuagao

Tabela 42: Gramatica G equivalente ao autémato M da Figura 27

o P
0(q0,a) =q1 | q0 —~aq
0(q1,0) =q1 | 1 = bq
0(q1,9)=q2 | q1 = cqn
0(q.8)=q2 | @1~ q
0(q2,0)=q2 | @2 = cqn

0 P

¢ EF qr — €
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Gramaticas Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

Continuagao

Considere-se a cadeia abbbc, e as correspondentes seqiiéncias de movimentagdes em
M e de derivagdes em G:

> (qo,abbbc) &= (q1,bbbc) = (q1,bbe) = (q1,bc) F (q1,¢) F (g2, €)
» g0 = aq| = abq| = abbq| = abbbq\ = abbbcqg, = abbbc
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Gramaticas Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

Continuagao

Em particular, a cadeia abbbc possui mais de uma seqiiéncia de movimentagdes que
conduzem a sua aceitacdo em M. Tal fato implica a existéncia de uma outra

seqiiéncia de derivacdes que € capaz de gerar essa cadeia em G, como pode ser
percebido abaixo:

> (qo,abbbc) & (q1,bbbe) = (q1,bbc) = (q1,bc) F (q1,¢) F (g2,¢) - (g2, €)
» g0 = aq| = abq| = abbq| = abbbq| = abbbq, = abbbcq, = abbbc
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Equivaléncia

Conjuntos regulares

- «<
_ /
- /
’ s 4
p
// //
, .
/ - -
/ >
» e o
Gramaticas lineares - > Autdomatos
a direita - P finitos

Figura 28: Equivaléncia dos formalismos — parte 3
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Expressao regular = autémato finito

Teorema 6.1 “Seja r uma expressao regular sobre o alfabeto X. Entéo
existe um autdémato finito M que aceita a linguagem definida por r.”

O autdmato finito ndo-deterministico que aceita a linguagem definida
por r pode ser obtido através da aplicagéo do Algoritmo 6.1, que
especifica as regras de mapeamento parciais que abrangem casos
triviais de sentengas (itens 1, 2 e 3) e cada um dos operadores de
unido (4), concatenacao (5) e fechamento (6), conforme a prépria
definigdo das expressdes regulares.
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Expressao regular = autémato finito

Algoritmo 6.1 “Obtencdo de um autémato finito a partir de uma expressdo
regular.”

» Entrada: uma expressdo regular r sobre um alfabeto X;
» Saida: um automato finito M tal que L(M) = r;
> Método:
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Expressao regular = autémato finito

r=¢
r € aceita por M representado na Figura 29.

~O0—0

Figura 29: Autbmato M que aceita ¢
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Expressao regular = autémato finito

r=0
r € aceita por M representado na Figura 30.

-0 0O

Figura 30: Autdmato M que aceita 0

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 16 de novembro de 2023  259/412



Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Expressao regular = autémato finito

r=0,0 €X
r € aceita por M representado na Figura 31.

~O—0

Figura 31: Autdmato M que aceita ¢
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Expressao regular = autémato finito

r=riln
r é aceita por M representado na Figura 32.

Figura 32: Autdmato M que aceita r| | r;
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Expressao regular = autémato finito

r=ryrn
r é aceita por M representado na Figura 33.

— - —

N \
/ /
—ea) M () (m) M (i)

\ / \ /

~ e ~ -

Figura 33: Autémato M que aceita rir,
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Expressao regular = autémato finito

*
r=r

1
r € aceita por M representado na Figura 34.

Figura 34: Autbmato M que aceita |
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

Exemplo 6.1

Considere-se a expressio regular ab* | c. E possivel identificar, nessa expressio, as
seguintes linguagens triviais: L; = a,L, = b,Ls = c. Portanto, L} = L (M;), com M,

representado na Figura 35.
()—

Figura 35: Autdmato que aceita a
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

L, = Ly(M3), com M, representado na Figura 36.

Figura 36: Autbmato que aceita »

L3y = L3(M3), com M3 representado na Figura 37.

Figura 37: Autdmato que aceita ¢
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

Seja Ly = b* = L}. Entdo, Ly = L4(M4), com My representado na Figura 38.

Figura 38: Autbmato que aceita b*
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Ls = ab* = L1 Ly4. Entdo, Ls = Ls(Ms), com M5 representado na Figura 39.

Figura 39: Autémato que aceita ab*
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Finalmente, Lg = ab* | ¢ = Ls U L3 = Ls(Ms), com Mg representado na Figura 40.

Figura 40: Autdmato que aceita ab* | ¢
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

Figura 41: Outro autbmato que aceita ab* | ¢
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Grafo de expressoes

Um grafo de expressoées é uma maquina de estados na qual as
transicdes entre os estados séo rotuladas por expressdes regulares
construidas sobre um mesmo alfabeto X. Formalmente:

N = (Q727 5,7CIO7F)

em que:
> (0.%,q0 € F sao definidos como no caso dos autdmatos finitos;

» &' : 0 x ERy — 22, onde ERy representa o conjunto de todas as
expressoes regulares que podem ser definidas sobre o alfabeto X.
Note-se que todo autémato finito é, por definicdo, um caso particular

de um grafo de expressées em que as expressdes regulares entre os
estados sao reduzidas aos casos elementares c,¢€ e 0.
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Grafo de expressoes

De forma similar ao caso do autémato finito, define-se a linguagem
aceita por um grafo de expressdes como sendo aquela que é gerada
pela unido de todas as expressdes regulares que podem ser obtidas
pela concatenagéo das expressdes regulares que rotulam algum
caminho entre o estado inicial e algum estado final do grafo.

A obtenc&o sistematica de uma expressao regular que gera linguagem
aceita por um autdémato finito pode ser feita através de um método que
elimina, um a um, todos os estados do autémato que ndo sejam o
inicial ou o final. Como decorréncia da eliminacao desses estados, as
transicoes originais sdo substituidas por expressdes regulares que
preservam a linguagem aceita pelo dispositivo, e o correspondente
autébmato torna-se, finalmente, um grafo de expressdées com apenas
dois estados.
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Autémato finito = expressao regular

Teorema 6.2 “Seja M um autdmato finito. Entao existe uma
expressao regular r que gera a linguagem aceita por M.”
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Autémato finito = expressao regular

Figura 42: Contextualizagao de um x estado a ser eliminado
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Autémato finito = expressao regular

Considera-se, genericamente, que o estado x possui m estados que
sao apenas predecessores (identificados por p; até p,,), n estados que
sa0 apenas sucessores (¢; até ¢,) e k estados que sédo
simultaneamente predecessores e sucessores. O estado x possui,
portanto:

» m+ k estados predecessores;

> n+ k estados sucessores.
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Autémato finito = expressao regular

Algoritmo 6.2 “Obtencdo de uma expressdo regular a partir de um automato
finito.”

» Entrada: um automato finito M = (Q,X,8,qo,F);
» Saida: uma expressdo regular r tal que r = L(M);
> Método:
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Autémato finito = expressao regular

@ Se|F| > 1, obter M' = (Q',X,8',q0,F') tal que LIM') = L(M) e
F|=1:
Q 0« 0U{gr}s
@ &'« 8U{(qi,€) = qr) | qi € F};
@ F'«{qr}

Caso contrdrio, renomear o estado final como qp e considerar M' = M.
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Autémato finito = expressao regular

Para cada um dos estados x € (Q' —{qo,qr}), fazer:

Q Identificar os estados predecessores e sucessores associados ao estado x,
bem como as respectivas transicoes associadas, da forma como foi
apresentado anteriormente, na Figura 42.

Q Paral <i<m, fazer:

@ Faral <j<n, fazer &' < &' U{(pi,epxiexx*exqj) — qj};
@ Faral <j <k fazer 8' < 8" U{(pi,epxiexx*exr;) — r;};

Q Paral <i<k, fazer:

Q@ Paral <j<n, fazer &' < &' U{(ri,erxiexx*exq;) — gj};

@ Paral <j <k, fazer &' « 8" U{(ri,erxjexx*exr;) — rj};
©Q Vg < Q er < conjunto das expressdes regulares sobre X.:

Q@ &« 6 —{(gr) —x}

Q@ &« 6 —{(x,r)—q}

Q@ 0«0 —{x}
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Autémato finito = expressao regular

O processo de eliminagédo de estados prossegue até que todos os
estados, exceto o inicial (go) e o final (¢r), tenham sido eliminados.
Nessas condi¢des, o autdmato resultante tera apenas dois estados e
no maximo quatro transicoes, conforme a figura 43.

Figura 43: Autbmato com dois estados que aceita a linguagem x*yz* (wx*yz*)*
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

Exemplo 6.2
O autdmato da Figura 44 reconhece a linguagem:

L={we{a,b,c}* | wnio contém a subcadeia abc}

Figura 44: Autbmato com multiplos estados finais
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

A construcdo de uma expressdo regular que gera a linguagem aceita por M inicia-se
com a obten¢do de um automato equivalente, com um dnico estado final, conforme o
Algoritmo 6.2. O resultado é apresentado na Figura 45.

b,c

Figura 45: Autbmato equivalente com um unico estado final
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

A eliminag¢do do estado ¢, resulta no grafo de expressdes da Figura 46.

b,c

a,ba

Figura 46: Grafo de expressdes equivalente, apés a eliminagao do estado ¢,
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

A eliminagdo do estado ¢ resulta no grafo de expressdes da Figura 47.

x=b,c,a(a|ba)*(c|bb)

” y=¢.ala| ba)*(e | b)

Figura 47: Grafo de expressoes equivalente, apds a eliminacao dos estados
q2 € q1
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

A andlise da Figura 47 permite, finalmente, inferir a expressao regular que representa
a linguagem aceita pelo autdmato da Figura 44:

( blclalalba)(c|bb) )*(  elalalba)’(e|b) )

Referente a transicéo §(q9x)=go Referente a transicao §(qg.y)=q3
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

As Figuras 48 e 49 representam, respectivamente, os grafos de expressao
intermedidrios correspondentes caso a ordem de eliminac¢do dos estados seja invertida
(isto é, primeiro o estado g; e depois o estado ¢»).

b|c|aa*c

€| aa*

Figura 48: Grafo de expressotes equivalente, apds a eliminacdo do estado ¢,
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

x=>b|c|aa*c|aa*b(aa*b)* (b |aa*c)

y=¢|aa* | aa*b(aa*b)*(e | aa*)
"

Figura 49: Grafo de expressbes equivalente, apds a eliminacdo dos estados
q1 € q2

O resultado obtido € uma expressao regular equivalente porém diferente da anterior:

(b|claa*c|aa*b(aa*b)*(b|aa*c))* (€ |aa* | aa*b(aa*b)* (€ | aa*))

Referente a transi¢ao §(¢g,x)=q0 Referente a transi¢ao §(qo,y)=q¢3
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Conjuntos Regulares e Autdmatos Finitos

Exemplo

Expressao
regular
®1) ¢
[ (6.2)
Autémato finito = Autémato = ﬁufr.“a.to se:
deterministico  (3.1) finito 82 ansigoes e
vazio
(5.2) "
4 (5.1)
Gramatica < Gramatica
linear a direita | (1:1)  linear & esquerda

“2 4
boo@

Conjunto
regular

Figura 50: Viséo geral da equivaléncia dos formalismos e respectivos

teoremas
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

» Cada conjunto regular é reconhecido por um autémato finito
minimo e Unico;

» O termo minimo é empregado para designar um autdémato finito
qgue tenha o numero minimo possivel de estados;

» Esse resultado é valido apenas para a classe das linguagens
definidas por autdématos finitos;

» Importancia pratica;
» Existe um algoritmo que é capaz de transformar qualquer
autébmato finito em uma versao equivalente minima;

» O autdbmato finito minimo é unico para cada linguagem regular.
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Estados equivalentes

Dois estados A e B de um autdémato finito sdo ditos equivalentes se o
conjunto de cadeias aceitas em cada um deles for o mesmo.
Considere-se a linguagem aceita a partir de um estado X como
sendo definida da seguinte forma:

LX)={weX | (X,w)F" (qr,€),qr € F}

Logo, é facil perceber que A = B se e somente se L(A) = L(B). Esse
resultado pode simplificar a verificagdo da equivaléncia de estados
para os quais a determinacao da linguagem aceita em cada um deles
seja uma tarefa simples de ser feita (por inspecao visual ou pela
aplicacao de um método qualquer).
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Estados equivalentes

Exemplo 7.1
Considere-se o autdmato da Figura 51.

Figura 51: Autbmato original do Exemplo 7.1
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Exemplo

Uma répida inspecdo visual permite concluir que:

> L(go) = (a|b)c*(a|Db)
L(g1)=c"(a|b)

> L(g2) =c*(a|b)

> L(gz)=¢

> L(gs)=¢
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Exemplo

Portanto, como L(q1) = L(q2) e L(q3) = L(q4), entdo q; = ¢q» € g3 = g4, € a versdo
minima corresponde a apresentada na Figura 52.

~(m— 8 “—©

Figura 52: Autdmato minimo equivalente ao da Figura 51
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

O método apresentado a seguir parte da hipétese de que o autébmato
a ser minimizado é deterministico, isento de transi¢cdes em vazio,
isento de estados inacessiveis e possui fungao de transicao total.
Dado um autdmato finito qualquer, a aplicagéo dos algoritmos
apresentados anteriormente permite a sua transformacéo em
autdmatos equivalentes com essas caracteristicas. A minimizacao do
numero de estados de um autdémato finito é feita em duas etapas:

@ Eliminacao de nao-determinismos, transicdes em vazio e estados
inacessiveis. Tornar a funcao de transicao total;

@ Agrupamento e fusdo de estados equivalentes.
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

O presente método opera em dois passos. No primeiro, eliminam-se
do autdmato as transicdes em vazio, 0s ndo-determinismos e 0s
estados inacessiveis. A fungcao de transicao é tornada total. No
segundo passo, criam-se classes de equivaléncia com base no critério
da coincidéncia do conjunto de entradas aceitas pelos possiveis pares
de estados considerados.
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

O método descrito pode ser enunciado na forma do Algoritmo 7.1,
uma alternativa simples e préatica para a minimiza¢do de autdmatos
finitos. Como o algoritmo é baseado na andlise exaustiva de todos os
possiveis pares de estados de um autbmato M, torna-se conveniente
representar tais pares na forma de uma matriz, considerada apenas
da diagonal principal (inclusive) para cima, uma vez que, para efeito
de analise da equivaléncia de estados, o par (g;,q;) € 0 par (¢;,4:),
com i # j, sao idénticos.

Seja, portanto, M um autémato finito com n+ 1 estados. A Tabela 43
mostra uma forma de representar todos os possiveis pares de estados
de M, sem repeticdo de pares e sem repeticao de estados dentro de
um mesmo par.
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Representacao

Tabela 43: Representacao dos pares de estados de um autémato M com
n+ 1 estados

q1 q2 4dn—1 qn
q0 (90,q1) (90,92) (90,qn—1) (90,Gn)
q1 (91,92) (91,qn-1) (91,n)
qn—2 (Qn—Z’Qn—l) (Qn—ZaQn)
qn—1 (anl , Qn)
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Notacéo

A notagao (gi,q;) 2 (gm,qn) é usada para indicar que as duas
seguintes condi¢des sdo simultaneamente verificadas por M:

0 5(Qiu6) =dm, ©
Q 4(q,0) =g
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Algoritmo

Algoritmo 7.1 “Método prdtico para a minimizac¢do do niimero de estados de
um automato finito.”

» Entrada: Um autdomato finito M sem transicdes em vazio, deterministico,
com fungdo de transicdo total, isento de estados inacessiveis e cujos
pares de estados estdo representados conforme a Tabela 43.

» Saida: Uma partigcdo do conjunto de estados Q de M, correspondente as
maiores classes de equivaléncia encontradas em M;
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Algoritmo

» Marcar, na tabela, todos os pares do tipo (qq,qp),qa € F,qp € (Q—F),
ou vice-versa, como ndo-equivalentes (“Z£”);

» Para cada um dos pares de estados restantes (qq4,qp) (escolhidos
arbitrariamente), fazer:
» Se para toda entrada G aceita por q, € qp:

» Se 8(qa,0) = 06(qp,0), ou

» Se 8(qq,0) # 6(qp,0), mas 8(qq,0) e 6(qp,C) forem equivalentes.
Entdao marcar o par (qq,qp), na tabela, como equivalente (“="); caso
contrdrio, marcar o par como ndo-equivalente (“Z£”); em seguida,
deve-se verificar se existem pares cuja relacdo de equivaléncia esteja na
dependéncia do resultado obtido e, em caso afirmativo, marcar os
respectivos pares na tabela de forma correspondente;
Caso ndo seja possivel concluir pela equivaléncia (ou ndo) de um par de
estados, prosseguir com a andlise de outros pares, deixando o par corrente
na dependéncia dos resultados que forem obtidos para os demais pares;

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 201 16 de novembro de 2023  298/412




Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Algoritmo

» Marcar os pares restantes, se houver, como equivalentes (“=");

» A inspecdo dos pares marcados indica as classes de equivaléncia
obtidas.
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Exemplo

Exemplo 7.2
Considere-se o autdmato finito deterministico, sem transi¢des em vazio, sem estados
inacessiveis e com a funcdo de transicao total da Tabela 44.

Tabela 44: Autbmato original do Exemplo 7.2

o6 | a|b
— 1l 90 | 91 | g6
91 | 92 | 93
S92 | 92| g3
q3 | 94 | 42
1194 | 92| 93
96 | 94 | 94
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Exemplo

A Tabela 45 representa todos os possiveis pares de estados desse autdmato, e também
indica a parti¢do inicial de seu conjunto de estados (finais x nao-finais).

Tabela 45: Particao inicial dos estados do autdémato da Tabela 44

91 | 92 | 93 | 94 | 96
q0 z Zz

@ | - | - | # #z
sl -1 -1 -|#
ga| - | - -|-1#
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Exemplo

Passa-se, entdlo, a considerar cada um dos pares nao marcados dessa tabela
(escolhidos arbitrariamente).

a
> (q0.q1) = (q1,92) #
Como ¢ e ¢, ndo sdo equivalentes (ver Tabela 45), marca-se o par (go,q1)
como “#” e torna-se desnecessdria a andlise das transi¢cdes desses estados com

a entrada b.

a
> (90,93) = (91,94) #
Similar ao item acima. O par (go,¢3) é marcado como “Z”.

> (q1,93) > (q2,94) ?

b
(6117613) - (%7612) 5—'&
Apesar de ainda ndo se dispor de nenhuma informag&o sobre o par (¢2,44), 0
par (g3,42) ja foi determinado como sendo ndo-equivalente (ver tabela 45).

Logo, marca-se o par (¢1,q3) como “Z”.
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Exemplo

> (q0,96) > (q1,94) #
Como g e g4 ndo sdo equivalentes (ver tabela 45), marca-se o par (g, ¢¢) cOmo
“£” e torna-se desnecessaria a andlise das transi¢oes desses estados com a
entrada b.

> (q1,96) = (92,94) ?
b
(q]7Q6) - (%7614) 5—'&
Apesar de ainda ndo se dispor de nenhuma informag&o sobre o par (g2,44), 0
par (g3,94) ja foi determinado como sendo ndo-equivalente (ver tabela 45).
Logo, marca-se o par (¢1,¢e) como “Z”.

> (43,q6) > (q4,q4) =
(g3,d6) > (42,q4) ?
Neste caso, g3 e g transitam para o mesmo estado g4 com a entrada a. Por outro
lado, ainda ndo se dispde de nenhuma informag@o sobre o par (¢2,q4). Assim, a
equivaléncia do par (¢3,qe) fica condicionada a verificagdo da equivaléncia do
par (g2,94). O par (g¢3,¢¢) ndo recebe nenhuma marcagio neste momento.
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Exemplo

> (6127614) i> (6127612) =

b _
(92,94) = (q3,93) =
Os estados g3 e g4 transitam com as mesmas entradas para estados idénticos

(com a entrada a para ¢, e com a entrada b para g3). Logo, esses estados sdo

equivalentes e o par recebe a marcagdo “=" na tabela. Além disso, conclui-se
que o par (¢3,g¢) (ver item acima) é equivalente, e 0 mesmo deve ser marcado
como “=".
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Exemplo

Ao término do algoritmo, a Tabela 46 resume o resultado da andlise.

Tabela 46: Resultado final da andlise da equivaléncia de estados para o
autémato da Tabela 44

q1 | 92 | 93 | 94 | 96
Q| ZF|ZF|Z|Z|Z
Q| - | F|ZE|ZE|Z
@ - |- |ZF|=|%
Bl -1 -1 -|1#F]|=
ga | - | - | - | - | #
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Exemplo

As classes de equivaléncia desse autdmato sdo, portanto, {qo},{q1},{q2,94} ¢
{43,496} O autdmato resultante (ver Tabela 47) possui quatro estados, denominados
respectivamente [qo), [q1], [¢2,44], € [¢3,¢s), € corresponde & versdo minima do
autdmato da Tabela 44.

Tabela 47: Autébmato minimo equivalente ao da Tabela 44

&' a b
— || [q0] [q1] | lg3.96]

[q1] [92,94] | | ]
< || [92:94] | lg2,94] | [93:96]
[93,96) | [92,94] | [92,94]
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Funcao total

Note-se, no Algoritmo 7.1, a exigéncia de que o autébmato a ser
minimizado possua func¢ao de transicao o total. Tal exigéncia visa
unicamente a garantir que todos os pares de estados, quaisquer que
sejam os estados considerados, possam sempre ser comparados em
relacdo a todas as entradas.

No entanto, ao tornar total a funcdo de transi¢cdo de algum autémato
cuja funcao de transicao seja parcial, isso normalmente implica a
incorporacao de um estado inutil ao autdmato, o qual acaba sendo
agrupado com outros estados inuteis eventualmente existentes no
autdbmato original e preservado na versao minima correspondente.
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Funcao total

Assim, o autbmato minimo obtido é tal que a fungao de transigao é
total e, além disso, € isento de estados equivalentes. Eventualmente,
a eliminacao de estados inuteis, em um autémato minimizado de
acordo com o Algoritmo 7.1, podera resultar em um autébmato com um
numero ainda menor de estados, porém cuja funcao de transicao seja
parcial. Isso nao significa que o autdbmato inicialmente obtido néao seja
0 minimo, mas apenas que ele € o autdmato minimo com fungéo de
transicdo total e sem estados equivalentes.

A diferencga, portanto, entre um autémato minimo obtido pela
aplicagao do Algoritmo 7.1 e um autémato minimo equivalente, isento
de estados inuteis, é de no maximo um estado.
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Exercicio 1

Obter um autémato finito minimo que seja equivalente ao autémato:

NO . ¢ S SN S
2NN AN/ ¢
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Exercicio 2

Obter um autémato finito minimo que seja equivalente ao autémato:

b a

A
(@)

6

5

¥o
H——
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Conclusoes

Dada uma linguagem regular L qualquer, entéo:

@ Existe um autémato finito minimo que aceita L. Em outras
palavras, ndo existe nenhum outro autémato, com um numero
inferior de estados, que aceite L;

@ O autdmato finito minimo que aceita L é Unico. Isso significa que
nao existem dois autématos finitos com o mesmo numero de
estados, porém com fungdes de transicao distintas, que aceitam a
linguagem L.
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Minimizagéo de Autdmatos Finitos

Conclusoes

A existéncia e unicidade de um autémato finito minimo para toda e
qualquer linguagem regular L permite, entre outros resultados,
estabelecer critérios para determinar se um conjunto de linguagens
regulares representa a mesma linguagem: basta obter as versdes
minimas dos autématos finitos que reconhecem cada uma dessas
linguagens, e verificar se séo todos iguais. Em caso afirmativo, as
linguagens sao todas idénticas. Caso contrario, ndo sao todas
idénticas.
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Transdutores Finitos

Conceito

» Extensdes que associam, a cada sentenca de entrada, uma
correspondente cadeia de saida sobre um segundo alfabeto,
eventualmente distinto do alfabeto de entrada;

» A associacao de simbolos de um alfabeto de saida com a
movimentacao do autdmato finito no reconhecimento de uma
sentenca pode ser feita de duas formas distintas: a partir da
seqliéncia de estados percorridos ou das transicdes de que se
compde o autdmato finito no qual se baseia o transdutor em
questao;

» O primeiro caso caracteriza as denominadas Maquinas de Moore,
e 0 segundo as chamadas Maquinas de Mealy.
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Transdutores Finitos

Maquina de Moore

Formalizagéo

Um transdutor finito do tipo Maquina de Moore é definido como
sendo uma sétupla Typere = (Q,X,A, 8,A4,q0, F) sobre um autdmato
finito M = (Q,X%, 8,490,F), em que A é o alfabeto de saida do
transdutor e A : Q — A é a funcao de transducao de 7.
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Transdutores Finitos

Maquina de Moore

Exemplo

Exemplo 8.1
Seja T um transdutor finito do tipo Mdquina de Moore, com A : Q — A*:

(0,%,A,0,4,q0,F)

= {q0,q1}

= {a,b,c}

{1}

= {(90,a) = q1,(q1,b) = q1.(q1,¢) = qo}
= {q0— 1,91 — €}

{a1}

N S D> MO N
I
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Transdutores Finitos

Maquina de Moore

Exemplo

O grafo correspondente a esse transdutor € apresentado na Figura 53.

Figura 53: Transdutor do tipo Maquina de Moore
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Transdutores Finitos

Maquina de Moore

Exemplo

A linguagem aceita por esse transdutor é ab*(cab*)*, ou seja, uma seqiiéncia de uma
ou mais cadeias ab* separadas pelo simbolo ¢. A fung¢@o de transi¢do A, neste caso,
faz com que o transdutor emita o stmbolo “1” toda vez que estiver iniciando o
reconhecimento de uma nova cadeia com o formato ab*. Assim, T funciona como um
contador do nimero de subcadeias ab™ presentes na cadeia de entrada. Como
exemplo, a Tabela 48 apresenta um conjunto de cadeias que sao respectivamente
aceitas e geradas por 7.
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Transdutores Finitos

Maquina de Moore

Exemplo

Tabela 48: Sentencas aceitas e cadeias geradas pelo transdutor do tipo
Maquina de Moore T

Sentenga aceita | Cadeia Gerada
abbcabbbcab 111
abbbcab 11
acacaca 1111
a 1
Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1
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Transdutores Finitos

Maquina de Mealy

Formalizagéo

Um transdutor finito do tipo Maquina de Mealy, por sua vez, é
definido como sendo uma sétupla Taeay = (Q,X, A, 8,4,q0,F) sobre um
autébmato finito M = (Q, X%, 8, qo,F), em que A é o alfabeto de saida do
transdutore A : Q x X — A é a funcao de transducao de 7.

No caso das Maquinas de Mealy, associam-se 0s simbolos do
alfabeto de saida as transicoes, e nao aos estados, como ocorre com
as Maquinas de Moore (o0 dominio da fungéo A se altera para Q x ).
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Transdutores Finitos

Maquina de Mealy

Exemplo

Exemplo 8.2
Seja T um transdutor finito do tipo Maquina de Mealy:

(0,%,A,0,4,q0,F)

= {q0,q1}

= {a,b,c}

{a,b,c}

= {(90,a) = q1,(q1,b) = q1.(q1,¢) = qo}
= {(qo,a) = ab,(q1,b) = €,(q1,¢) = ¢}

{a1}

N S D> MO N
I
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Transdutores Finitos

Maquina de Mealy

Exemplo

O grafo correspondente é apresentado na Figura 54.

b/e

Figura 54: Transdutor do tipo Maquina de Mealy

Como se pode notar, o autdmato finito que serve de base para esse transdutor € o
mesmo do exemplo anterior. Assim, a linguagem aceita por ambos os transdutores € a
mesma. A Tabela 49 apresenta alguns exemplos de cadeias respectivamente aceitas e

geradas por 7.
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Transdutores Finitos

Maquina de Mealy

Exemplo

Tabela 49: Sentencas aceitas e cadeias geradas pelo transdutor do tipo
Maquina de Mealy T

Sentenga aceita | Cadeia Gerada

abbcabbbcab abcabcab

abbbcab abcab
acacaca abcabcabcab
a ab
Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1
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Transdutores Finitos

Equivaléncia

Apesar de se tratar de dois modelos distintos de transdutores finitos,
pode-se demonstrar a plena equivaléncia de ambos: toda e qualquer
Maquina de Moore pode ser simulada por uma Maquina de Mealy e
vice-versa. Dessa maneira, portanto, a opgao por um ou outro tipo de
maquina pode ser feita levando-se em conta exclusivamente a
conveniéncia de manipulagao e a facilidade de representacao obtidas
conforme o caso em questéo.
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Transdutores Finitos

Equivaléncia

Exemplo

Exemplo 8.3
Considere-se a linguagem L; = xx*(—xx*)*, definida sobre o alfabeto {x,—}.
Considere-se também a linguagem L,, definida sobre o alfabeto de saida {x,y,#}, de

tal forma que as cadeias de L, reproduzem na saida as cadeias de L;, com as
seguintes modificagdes:

> As subcadeias de entrada xx* que contiverem tré€s ou menos simbolos x devem
ser reproduzidas de forma idéntica na saida (com um, dois ou tré€s simbolos x);

» As subcadeias de entrada xx* que contiverem quatro ou mais simbolos x devem
ser reproduzidas na saida como xxxy;

» Todos os simbolos “-”” da cadeia entrada devem ser substituidos pelo simbolo
“#” na cadeia de saida.
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Transdutores Finitos

Equivaléncia
Exemplo

A Tabela 50 apresenta exemplos de cadeias de entrada e correspondentes cadeias de
saida.

Tabela 50: Sentencas aceitas e cadeias geradas pelos transdutores do
Exemplo 8.3

Sentenga aceita Cadeia Gerada
xX—x XHX
XXX — XXXX xXxxtxxxy
XXXXXX — XXX — XX XXXYHXXXHXX
X — XX — XXX — XXxx — xxxxx | xtbodboodtoocyxxxy
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Transdutores Finitos

Equivaléncia
Exemplo

Os transdutores finitos das Figuras 55 e 56 — respectivamente Mdquina de Mealy e
Miquina de Moore — sdo equivalentes, pois possuem automatos subjacentes que
reconhecem a mesma linguagem L (apesar de serem diferentes) e geram a mesma
linguagem L, conforme as especificagdes acima.

Marcus Ramos (UNIVASF)
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Transdutores Finitos

Equivaléncia

Exemplo

Figura 55: Transdutor do tipo Maquina de Mealy do Exemplo 8.3
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Transdutores Finitos

Equivaléncia
Exemplo

Figura 56: Transdutor do tipo Maquina de Moore equivalente ao transdutor
do tipo Maquina de Mealy da Figura 55
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Transdutores Finitos

Linguagem de saida

Além de definirem a linguagem de entrada associada ao autémato
finito subjacente, os transdutores, sejam eles de um tipo ou de outro,
definem uma segunda linguagem, denominada linguagem de saida,
denotada por L(T), correspondente ao conjunto das sentengas sobre
A que sdo geradas quando do reconhecimento de sentencas
pertencentes a L(M), onde M é o autdbmato finito em que o transdutor
€ baseado. Demonstra-se que a classe de linguagens que pode ser
gerada por um transdutor finito corresponde exatamente a classe de
linguagens que pode ser reconhecida pelo autdémato finito em que ele
se baseia: a classe das linguagens regulares.
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Transdutores Finitos

Exercicio

Considere a linguagem (x| X | U)™., definida sobre o alfabeto
{x,X,U,.}. Alguns exemplos de sentencas pertencentes a essa
linguagem séo:
> x.
> L.
> XUUL.
> LilxLIL.
> LU XXX L XX x.
> xXoox U U Ux L xXX U U U .
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Transdutores Finitos

Exercicio

Essa linguagem representa frases em que as palavras sdo elementos
de (x| X | U)™, letras minGsculas e mailsculas séo representadas,
respectivamente, pelos simbolos “x” e “X”, cada espago em branco,
usado para separar as palavras, é representado pelo simbolo “L/”, e 0
ponto, ao final da frase, é representado pelo simbolo “.”. Pede-se para
construir uma sequiéncia de transdutores (Mealy ou Moore) que, além
de aceitarem essa linguagem de entrada, incorporem, cada qual, uma
das transdugdes a seguir especificadas, de forma cumulativa.
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Transdutores Finitos

Exercicio

1. Remocéao do excesso de brancos entre palavras consecutivas,
preservando um Unico espacgo entre elas (exemplo:
xU L Uxxxs = x U xxx.);

2. Remogéo de todos os brancos no inicio da frase, antes da
primeira palavra (exemplo: LI L Lixxx. = xxx.);

3. Remogéo de todos os brancos no final da frase, depois da ultima
palavra e antes do ponto final (exemplo: x L xxxx L U = x L xxx.);
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Transdutores Finitos

Exercicio

4. Substituicdo da primeira letra da primeira palavra da frase por
uma letra maiuscula, convertendo todas as demais para
minuscula (exemplo: xXX L XxXx. = Xxx Ll xxxx.);

5. Reconhecimento e transdugé@o de uma sequéncia de frases, ou
seja, da linguagem ((x | X | LU)™.)*, garantindo a existéncia de
exatamente um espaco em branco entre duas frases
consecutivas, logo depois do ponto ao final da primeira e
imediatamente antes da primeira palavra da frase seguinte
(exemplo: XxLixx. Xox L x. = XxUxx . UXxx L x.);

6. Remocao de frases vazias, ou seja, constituidas apenas por um
espaco em branco e um ponto final (exemplo:
XU UXxUxe = X UXx U xa).
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Transdutores Finitos

Exercicio

Solucao:

Nota: g3 e g5 sao finais.
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Linguagens que nao sao Regulares

“Pumping Lemma”

» O “Pumping Lemma” estabelece uma propriedade que é sempre
verdadeira para toda e qualquer linguagem regular. Caso a
linguagem considerada ndo exiba tal propriedade, pode-se
concluir imediatamente que a mesma n&o é regular;

» Ele ndo pode ser usado para provar que uma linguagem é
regular, uma vez que ele é satisfeito por todas as linguagens
regulares e mais outras que nao sao regulares. Assim, ele s6
pode ser usado para provar que uma linguagem nao é regular;

» Para provar que uma linguagem é regular, deve-se apresentar
uma gramatica regular, uma expressao regular ou um autémato
finito que a represente.
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Linguagens que nao sao Regulares

“Pumping Lemma”

Teorema 9.1 “Seja L um conjunto regular qualquer. Entao existe uma
constante n, dependente apenas de L, tal que, para quaisquer
sentengas w € L, com |w| > n, w pode ser subdividida em trés
subcadeias x,y e z, de tal forma que w = xyz, 1 < |y|,|xy| <n, ou seja,

1 <|y| <n, e, além disso, xy'z € L,Vi > 0.
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Linguagens que nao sao Regulares

“Pumping Lemma”

O reconhecimento de qualquer cadeia w € L, com |w| > n, sendo L
aceita por um autémato finito (sem transicées em vazio e
deterministico) M com n estados, ocorre percorrendo-se pelo menos
dois estados idénticos entre as n+ 1 configura¢cdes assumidas por M
durante o reconhecimento dos primeiros n simbolos de w.
Sejaw=ajay...an,|w| =m,m > n. A sequéncia abaixo ilustra a
evolucao da configuracao do autébmato M no reconhecimento de w:

q0 4 q1 X 7% =Y q3-.. s Gn—1 n qn sl Gnit-- 1 qm—1 In qm

onde ¢o...q,, Sa0 0s estados sucessivamente percorridos por M (nao
necessariamente distintos entre si).
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Linguagens que nao sao Regulares

“Pumping Lemma”

Considerando-se os n+ 1 estados inicialmente percorridos por
M (qo,q1---9x), € fato que pelo menos dois desses estados devem ser
idénticos. Existem entdo duas possibilidades extremas a serem
consideradas, no que diz respeito a localizagéo desses estados
idénticos na sequéncia:
@ A distancia entre eles é a menor possivel:
(qisak-..am) F (gj, Qs 1-.-am),qi = gj,j < 1;
@ A distancia entre eles é a maior possivel:
(qo’al-'-am) H* (Qn’an-i-l'-'am)vqo = {4n-
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Linguagens que nao sao Regulares

“Pumping Lemma”

Reescrevendo-se w como xyz, em que x corresponde a parte da
cadeia de entrada que leva M a primeira ocorréncia de um estado
repetido na sequéncia, e y corresponde a parte da cadeia que leva M
a sua segunda ocorréncia, tem-se que:

> =1

> ol <n;

» Portanto, 1 < |y| <n, pois |y| < |xy|.
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Linguagens que nao sao Regulares

“Pumping Lemma”

Como se pode perceber, o fato de a subcadeia y levar o autdmato de
um estado g;, anterior ao seu reconhecimento, para o mesmo estado
gj = qi, posterior ao seu reconhecimento, caracteriza como um ciclo o
caminho percorrido pelos estados de M, com os simbolos de y. Pelo
fato de se tratar de um ciclo, repetigdes arbitrarias do mesmo
conduzem ao reconhecimento de sentencas também pertencentes a
linguagem definida pelo autémato. Dessa forma, todas as sentencas
do tipo xy'z, com i > 0, pertencem necessariamente a L(M).
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Linguagens que nao sao Regulares

A constante n

O “Pumping Lemma” das linguagens regulares estabelece a
propriedade de que, dada uma sentenca de comprimento minimo n
pertencente a esta linguagem, € sempre possivel identificar, na
subcadeia formada pelos seus n primeiros simbolos, uma nova
subcadeia cujo comprimento esté entre 1 e n, de tal modo que
repeticoes arbitrarias da mesma geram sentencas que também
pertencem a linguagem definida.

Assim, a constante n corresponde ao niumero de estados do autdmato
finito utilizado para definir a linguagem regular. No entanto, como €
sabido, uma mesma linguagem regular pode ser definida por
autdmatos finitos distintos, os quais podem possuir, eventualmente,
um numero de estados também distintos.
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Linguagens que nao sao Regulares

A constante n

Por outro lado, € natural que se questione a existéncia de um valor
para a constante n que independa do autémato analisado, e que
possa, portanto, ser considerado como inerente a linguagem.
Considerando-se a existéncia de um autémato finito minimo que
reconhece uma dada linguagem regular L, é natural que se considere
0 numero de estados do correspondente autémato finito como o valor
n inerente a linguagem L.

Observe-se que, embora o teorema prove a existéncia da constante n,
a sua aplicagdo em casos praticos nao exige que se determine o valor
dessa constante.
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Linguagens que nao sao Regulares

Exemplo

Exemplo 9.1

Considere-se um autdomato finito M com cinco estados distintos, e suponha-se que M
efetue a andlise de uma cadeia p € L(M), |p| = 5. Claramente, M deverd percorrer
seis estados durante o reconhecimento da cadeia. Nao obstante, como M apresenta
apenas cinco estados distintos, € evidente que pelo menos dois (eventualmente mais)
dos estados assumidos por M durante o reconhecimento de p sdo idénticos.
Considere-se agora uma cadeia ¢ € L(M), |¢q| = 20. Da mesma forma, analisando-se
os seis primeiros estados percorridos por M, constata-se que obrigatoriamente havera
pelo menos dois estados repetidos entre eles, correspondentes ao reconhecimento dos
cinco primeiros simbolos de q.

Marcus Ramos (UNIVASF) 16 de novembro de 2023  343/412




Linguagens que nao sao Regulares

Exemplo

Exemplo 9.2

Seja M = ({q0,91},{a,b},8,q0,F) um autdmato finito sem transi¢des em vazio. Se
ab € L(M), entdo a seqiiéncia de configura¢des assumidas por M durante a andlise
dessa cadeia deve, necessariamente, corresponder a alguma das seguintes
possibilidades:

Q (q0,ab) - (q0,b) - (90 €)
Q (q0,ab) - (q0,b) - (1,€)
Q (q0,ab) - (q1,b) - (q0,€)
Q (q0,ab) - (q1,b) - (g1,€)
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Linguagens que nao sao Regulares

Exemplo

Considerando-se os demais elementos de M desconhecidos, pode-se apenas especular

sobre a real seqiiéncia que corresponde a aceitagdo da cadeia ab por M. De qualquer
forma, as seguintes conclusdes sdo validas:

@ Se (go,ab) F (qo,b) - (qo,€), entdo as trés possibilidades seguintes sio
verdadeiras:

Q@ x=¢,y=ab,z=c¢;
Q@ x=a,y=bz=c¢;
Q@ x=¢,y=az=b

@ Se (go,ab) F (qo,b) F (q1,¢), entdo:
Q@ x=¢y=a,z=0>.

©Q (q0.ab) - (q1,b) F (qo,€)
Q@ x=¢y=ab,z=¢.

Q (q0.ab)F (q1,b) F (q1,€)
Q@ x=ay=bz=c¢.
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Linguagens que nao sao Regulares

Exemplo

Portanto, qualquer que seja o caso, € sempre possivel identificar, na cadeia ab, cujo
comprimento coincide com o niimero de estados do autdmato que a aceita, uma
subcadeia y, de comprimento maior ou igual a 1 e menor ou igual a 2, que provoca
um ciclo na seqiiéncia de movimentagdes executada pelo autdmato.
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Linguagens que nao sao Regulares

Exemplo

Exemplo 9.3
Considere-se o autdmato da Figura 57.

b
oy
OO
Figura 57: Aplicagcdo do “Pumping Lemma” ao autdbmato finito que aceita
ab*c
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Linguagens que nao sao Regulares

Exemplo

A aplicacdo das propriedades enunciadas através do “Pumping Lemma” a este
autdmato podem ser verificadas através do uso de cadeias de comprimento maior ou
igual a 3, uma vez que ele possui trés estados:

> Considere-se a cadeia w = abc, |w| = 3. Entdo, w pode ser reescrito como
xyz, |xy| < 3,1 < |y| <3 e, finalmente, xy'z € L,Vi > 0. Nesse caso, deve-se
escolher x = a,y = b,z = c¢. Assim, xz = ac,xyyz = abbc,xyyyz = abbbc etc. sdo
todas cadeias que pertencem a L.
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Linguagens que nao sao Regulares

Exemplo

> Considere-se a cadeia w = abbbc, |w| = 5. Entdo, w pode ser reescrito como
xyz,|xy| < 3,1 < |y| <3 e, finalmente, xy'z € L,Vi > 0. Nesse caso podem-se
fazer trés escolhas distintas de subdivisdo da cadeia w, todas em conformidade
com os critérios do “Pumping Lemma:

» x=a,y=b,z=bbc. As cadeias (a)(b)*(bbc) estdo contidas em L.
» x=a,y=bb,z=bc. As cadeias (a)(bb)*(bc) estdo contidas em L.
» x=ab,y=>b,z=bc. As cadeias (ab)(b)*(bc) estdo contidas em L.

Nem todas as subdivisdes de uma cadeia w geram cadeias que produzem
cadeias que pertencem a linguagem. Note-se, em particular, no exemplo acima,
que seria possivel relacionar, entre as subdivisdes possiveis da cadeia de
comprimento 5, as seguintes alternativas:

i) x=¢,y=a,z=bbbc;
i) x=e¢€,y=ab,z=bbc;
i) x=¢€,y=abb,z=bc.
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Linguagens que nao sao Regulares

Exemplo

Em todos esses casos, xy'z gera cadeias que niio pertencem a L. Qualquer que seja a
cadeia escolhida, o “Pumping Lemma” garante apenas que, se ela possuir
comprimento minimo, entdo ao menos uma subdivisdo xyz da mesma serd possivel de
ser feita, de modo que todas as cadeias xy'z também pertencam 2 linguagem.

Marcus Ramos (UNIVASF)

16 de novembro de 2023  350/412



Linguagens que nao sao Regulares

Aplicacdes do “Pumping Lemma”

A principal aplicagao do “Pumping Lemma” consiste na demonstracao
da existéncia de linguagens nao-regulares. Outras aplicagoes
importantes podem ser encontradas na demonstragéo de certas
questdes decidiveis da classe das linguagens regulares.

A demonstracao de que uma dada linguagem nao é regular pode ser
feita por contradi¢é@o, da seguinte forma:

@ Admite-se inicialmente, por hipétese, que a linguagem sob
andlise seja regular;

© Através de manipulagdes, demonstra-se que a linguagem nao
exibe as propriedades descritas pelo “Pumping Lemma”;

© Conclui-se, por contradi¢édo, que a hipétese nédo é verdadeira, e
portanto que a linguagem nao é regular.
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Linguagens que nao sao Regulares

Exemplo

Exemplo 9.4

Seja L = {a*b* | k = 0}. Supondo que L seja uma linguagem regular, tome-se a
sentenga a"b", onde n € a constante definida pelo “Pumping Lemma”. Essa sentenca
pertence a L e possui comprimento 2n, portanto maior ou igual a n. De acordo com o
“Lemma”, essa sentenca pode ser decomposta em trés subcadeias x,y e z, tais que
xyz:a"b",|‘xy|<n,|y|>l. o

Logo,y=ad',1 < i< n, e xyzpode ser reescrito como a"*‘a'b”". No entanto, nenhuma
das seguintes cadeias pertence a L:

o XyOZ — an—ibn
Q vyz=d"ddb" = "D

uma vez que as ocorréncias do simbolo a estdo desbalanceadas em relacdo as
ocorréncias dos simbolos b. Logo, L ndo é regular.
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Linguagens que nao sao Regulares

Exemplo

Exemplo 9.5

Seja L = {0%10 | k > 1} e considere-se uma sentenga w de comprimento
suficientemente longo pertencente a esta linguagem, w = 0...010...0. Admitindo-se
que seja possivel escrever w como xyz, tem-se que 1 <y < n, onde n € a constante de
L, e y pode assumir uma das cinco formas seguintes:

Q=1

Q yecof
@ yco'1
Q yel10f
@ ycofiot
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Linguagens que nao sao Regulares

Exemplo

Como ¢ fécil perceber, se y = 1, entdo xyoz ¢ L, pois faltard o simbolo “17,
obrigatério em todas as sentencas de L.

Se y € 0T, entdio xyyz ¢ L, pois haverd quantidades diferentes do sfmbolo “0” antes e
apods o simbolo “1” na sentenca.

Seye0t1,y€ 10" ou, ainda, y € 07107, entdo xyyz ¢ L, uma vez que xyyz terd
mais que um unico simbolo “1”. Fica assim demonstrado, por contradi¢io, que L ndo
€ uma linguagem regular, visto que ndo atende ao “Pumping Lemma”.
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Linguagens que nao sao Regulares

Exemplo

Exemplo 9.6

Considere-se a linguagem L = {a*** | k € Z }. De acordo com essa defini¢io, as
sentencas de L sdo seqiiéncias formadas por simbolos a de comprimento 1, 4, 9, 16
etc. Seja n a constante de L e considere-se a sentenca a’*".

Essa cadeia pode ser reescrita como xyz, em que 1 < |y| < n. Pelo “Pumping
Lemma”, se xyz € L, entdo xyyz € L. Considerando a sentenga xyyz, tem-se que

n? < |xyyz| < n* + n. Por outro lado, n> +n < (n+ 1)?, portanto,

n? < |xyyz| < (n+1)%. Ora, isso contraria a hipStese de que o comprimento de todas
as sentengas dessa linguagem correspondem ao quadrado de algum nimero inteiro
positivo, uma vez que ndo existe i € Z tal que n*> < i> < (n+1)?,Yn € Z. . Fica
assim demonstrado, por contradi¢do, que L ndo é uma linguagem regular.
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Linguagens que nao sao Regulares

Exemplo

Exemplo 9.7

Seja L = {a*b*ck | k > 1}. Supondo que L seja uma linguagem regular, tome-se a
sentenca a"b"c", onde n € a constante definida pelo “Pumping Lemma”. Claramente
essa sentenca pertence a L. Mas, de acordo com o “Lemma”, essa sentenca pode ser
decomposta em trés subcadeias x,y e z, tais que xyz = a”"b"c", |xy| < n,|y| > 1.
Logo,y=da',1 <i < n, e xyz pode ser reescrito como a"'a’b"c". No entanto,
nenhuma das seguintes cadeias pertence a L:

o xyOZ — an—ibncn
e xXyyz = an—iaiaibncn — an+ibncn

uma vez que as ocorréncias do simbolo a estdo desbalanceadas em relacdo as dos
simbolos b e c. Logo, L ndo é regular. Observe-se a semelhanca da presente
demonstracdo com a que foi efetuada para a linguagem a*b* no Exemplo 9.4.
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Linguagens que nao sao Regulares

Exemplo

Exemplo 9.8

Considere-se L = {a* | k > 1 é um nimero primo}. Admitindo-se que L seja uma
linguagem regular, tome-se a sentenga a™, onde m € o primeiro niimero primo
superior a constante n definida pelo “Pumping Lemma”. Logo, m > n. De acordo
com o “Lemma”, como |a™| = m > n, essa sentenga pode ser decomposta em trés
subcadeias x,y e z, com xyz = a™, |xy| < n, |y| > 1.

Além disso, xyiz € L,Vi > 0. Em particular, pode-se fazer i = m+ 1. Logo, de acordo
com o “Lemma”, a cadeia xy’”“z deveria pertencer a L. No entanto,

oy 2] = peyzy™| = |xyz| + [y"]. Como |xyz| =m e [y"| = m*|y|, entdo

by z| = mmx [y = mx (1+]y)).
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Linguagens que nao sao Regulares

Exemplo

Esse resultado mostra que o comprimento de xy"*!z, ou seja, m* (1 + [y|), ndo é um
ndmero primo, uma vez que:

*(1
» Ele é divisivel por m, pois mx(1+ ) =(1+1y]);
> m#1,poisn>=lem>n;
> m =% mx*(1+]y|), pois, de acordo com o “Pumping Lemma”, |y| > 1.

Logo, L ndo é regular.
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Linguagens que nao sao Regulares

Exercicio

Prove que a linguagem:
{wwiw € {a,b} "}

nao é regular.
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Propriedades de Fechamento

Conceito

» Uma determinada classe de linguagens é fechada em relacao a
uma operacao se da aplicagdo da operacao a quaisquer
linguagens dessa classe resultar sempre uma linguagem que
também pertenca a classe em questao.

» O estudo de uma classe de linguagens do ponto de vista das
operagdes em relagao as quais ela é fechada é muito importante,
uma vez que auxilia, na pratica, na determinagao da classe de
linguagens a que uma certa linguagem possa ou nao pertencer.
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Propriedades de Fechamento

Unido, concatenacao e fechamento

Teorema 10.1 “A classe das linguagens regulares é fechada em

relagédo as operagoes de unido, concatenacao e fechamento reflexivo
e transitivo.”

Imediata, a partir da definicdo dos conjuntos regulares.
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Propriedades de Fechamento

Complementacéao

Teorema 10.2 “A classe das linguagens regulares é fechada em
relagéo a operagao de complementagao.”

Seja L(M) a linguagem aceita por um autémato finito deterministico
M=(Q, A, 9, qo, F), sendo 6 uma funcgéo total, e considere-se A C ¥.
Como se pode perceber pela Figura 58,

Y —L=(X*—A)U(A*—L(M)).

Figura 58: Representacdo de ©*,A* e L(M)
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Propriedades de Fechamento

Complementacéao

> ¥*— A* contém as sentencas que possuem pelo menos um
elemento de X — A, e A" — L(M) as sentencas sobre A rejeitadas
por M.

» Alinguagem A* — L(M) é aceita pelo autdbmato
M' = (0Q,A,8,q0,0—F), em que os estados finais de M tornam-se
nao-finais em M’ e vice-versa. Assim, se x € L(M), ou seja, se
0(qo,x) € F, entdo x ¢ L(M’"), uma vez que 6(qo,x) ¢ (Q—F).

» Logo, conclui-se que, se L for uma linguagem regular, entdo

A* — L(M) serd também uma linguagem regular, uma vez que ela
é aceita pelo autémato finito M.
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Propriedades de Fechamento

Complementacéao

Por outro lado, a linguagem L* — A*, de acordo com a sua
interpretacdo (conjunto de “sentencas que possuem pelo menos um
elemento de X — A”), pode ser reescrita como:

T AT =3 (E— AT

Portanto, como decorréncia do fechamento das linguagens regulares
sobre as operacdes de fechamento reflexivo e transitivo e de
concatenacdo, é possivel afirmar que X* — A* € regular.

Finalmente, (X* — A*) U (A* — L(M)) € também uma linguagem regular,
uma vez que (X* — A*) e (A* — L(M)) séo fechadas em relacédo a
operacao de unido.
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Propriedades de Fechamento

Exemplo 10.1
Considere-se M o autdmato finito deterministico da Figura 59, L(M) = (ab | ¢)d*e*.

a,b,c,d,e

Figura 59: Autdmato finito que aceita L
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Propriedades de Fechamento

Através do método apresentado na demonstra¢do do Teorema 10.2 obtém-se M’,
representado na Figura 60, de modo que L(M") = L(M), com £ =A = {a,b,c,d,e}.

a,b,c,d,e

Figura 60: Autémato finito que aceita L (ver Figura 59)
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Propriedades de Fechamento

Interseccao

Teorema 10.3 “A classe das linguagens regulares é fechada em
relacdo a operacao de interseccao.”

Considere-se a linguagem L, sobre X, e L, sobre X,, sendo
Y,X, C X. Entdo, considerando-se as complementagdes em relagéo a
Y, a seguinte relacao é verdadeira (Lei de De Morgan):

LiNnLy=L UL,

Portanto, a regularidade da linguagem resultante da intersecgéo de
duas outras linguagens regulares depende da preservacao da
regularidade pelas operagdes de unido e complemento. Como esse
fato ja foi constatado nos Teoremas 10.1 e 10.2, é possivel afirmar,
com base no presente teorema, que L; N L, sera necessariamente
uma linguagem regular.
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Propriedades de Fechamento

Reversao

Teorema 10.4 “A classe das linguagens regulares é fechada em
relacdo a operacao de reversao de suas sentencas (linguagem
reversa).”

SejaM = (0,%,8,q0,F) um autdmato finito que aceita L. O Algoritmo
10.1 mostra como construir M’ = (QU{q,},Z,8',q;, F'), eventualmente
n&o-deterministico, de tal modo que L(M') = LX.
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Propriedades de Fechamento

Algoritmo

Algoritmo 10.1 “Construcdo do autémato finito que aceita LR a partir do
autdémato finito que aceita L.”

» Entrada: um automato finito M = (Q, X, 8,qo,F);

» Saida: um autémato finito M' = (QU{q,}.Z,0’,q4, F'), tal que
L(M") = L(M)*;

> Método:
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Propriedades de Fechamento

Algoritmo

@ Construgéo de F':
a) Seeé¢L, entdo F' ={qo};
b) Se € €L, entao F' = {qo,q;}-
© Construgdo de &§':
c) Se d(q,0) € F, entdo &'(q;,,0) = g;
d) Se 6(qa,0) = qp, entdo &' (qp,0) = qq-
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Propriedades de Fechamento

Exemplo 10.2
Considere a linguagem a*bc* aceita por M, conforme a Figura 61.

Figura 61: Autbmato finito que aceita L = a*bc*
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Propriedades de Fechamento

A aplicagio do algoritmo descrito conduz a obtengdo do autdmato M’ da Figura 62.

Figura 62: Autdmato finito que aceita LR = (a*bc*)R = c¢*ba*

Como se pode observar, L(M') = ba* | cc*ba* = c*ba* = L(M)X.
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Propriedades de Fechamento

Aplicagbes

Uma das principais aplicacoes do estudo do fechamento de uma
classe de linguagens em relagdo a um determinado conjunto de
operacgdes consiste na possibilidade de se determinar a classe de uma
linguagem a partir da decomposicao da mesma em linguagens mais
simples, de classe conhecida, e que, combinadas por intermédio de
operadores que preservam a classe dessas linguagens mais simples,
nos permitem inferir diretamente a classe das linguagens resultantes.
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Propriedades de Fechamento

Exemplo 10.3

Considere-se a linguagem L = {a*bc* | o comprimento das sentengas é maior ou
igual a 3}. L é regular?

L pode ser representada como Ly N Ly, onde L; = {a*bc*} e
Ly=(albl|c)a|b|c)al]b]|c)(a]|b|c)*. Como L; e L, sdo regulares (pois estdo
expressas através de expressdes regulares), e a classe das linguagens regulares é
fechada em relag@o a operacdo de intersec¢do, entdo L também € regular. De fato, nao
é dificil perceber que L = a*(aab | abc | bee)c*.
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Propriedades de Fechamento

Exemplo 10.4
Seja a linguagem L = {w € {a,b,c,d}* | w contém a subcadeia “bb” e w ndo contém
a subcadeia “dd”}. L é regular?
L=LyNLy, onde Ly = {w € {a,b,c,d}* | w contém a subcadeia “bb”} e
L, ={w € {a,b,c,d}* | w contém a subcadeia “dd”}
> Li=(a|b|c|d)bbla|b]|c|d)*
> Iry=(al|b|c|d)*dd(a|b|c]|d)*
Como L; e L, sdo regulares, e a classe das linguagens regulares ¢ fechada em relacio
as operacdes de complemento e intersec¢do, segue que L também & regular.
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Propriedades de Fechamento

Exemplo 10.5

Considere-se a linguagem L; definida sobre o alfabeto {a,b}, de tal forma que
pertencem a L todas as cadeias que podem ser formadas com os simbolos de seu
alfabeto, excetuando-se aquelas que contém exatamente trés simbolos a. L é regular?
Nio € dificil perceber que Ly = L,, onde L, = b*ab*ab*ab*, ou seja, L| corresponde
a complementagdo da linguagem que contém todas as cadeias com exatamente trés

simbolos a (L,). Portanto, L; € regular. Uma expressao regular que representa L1 é
b* | b*ab* | b*ab*ab* | b*ab*ab*ab*a(a | b)*.
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Propriedades de Fechamento

Exemplo 10.6
Considere-se o alfabeto {a,b,c} e a linguagem L definida de tal forma que suas
cadeias satisfazem todas as seguintes regras:

@ Possuem a subcadeia aaa como prefixo;
@ Possuem comprimento total miltiplo de 4;
© Possuem quantidade par de simbolos c;
@ Nio contém a subcadeia bb.

Sdo exemplos de cadeias pertencentes a L:
aaabccce,aaabcbea, aaaa,aaaaaaba, aaaacccbaaac etc.
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Propriedades de Fechamento

L é regular? Para responder, basta notar que L = ((L; N L) N L3) N Ly, onde:
> L, é geradaporaaa(a|b|c)*:
Cadeias que possuem aaa como prefixo.
> [, égeradapor ((a|b|c)(a|b|c)(a|blc)(a|b]c))*:
Cadeias que possuem comprimento total miltiplo de 4.
> [3 égeradapor ((a|b)*c(a|b)*cla]b)*)*:
Cadeias que possuem quantidade par de simbolos c.
> [, égeradapor (al|b]|c)*bb(a|b]c)*:
Cadeias que contém a subcadeia bb.

Como L1,Ly,L3 e Ly s@o regulares, e a classe das linguagens regulares é fechada em
relac@o as operagdes de interseccdo e complementagdo, conclui-se que L € regular.
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Questdes Decidiveis

Conceito

Quando se diz que um problema (ou questao) desse tipo é decidivel,
isso significa que ele sempre tem solu¢do, qualquer que seja a sua
instancia considerada (ou argumentos aplicados). Mais do que isso,
cada questao decidivel é caracterizada pela existéncia de um
algoritmo que permite resolver o problema geral com garantias de
obtencgéo do resultado — afirmativo ou negativo, dependendo do caso.

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 16 de novembro de 2023  379/412



Questdes Decidiveis

Linguagem né&o-vazia

Teorema 11.1 “A linguagem L aceita por um autémato finito com n
estados é ndo-vazia se e somente se o0 autbmato aceita pelo menos
uma cadeia w, |w| < n.”

» A condigdo necessaria (“aceita uma sentenga de comprimento
inferior a n = linguagem é ndo-vazia”) € ébvia e ndo necessita ser
demonstrada.

» A condigao suficiente (“linguagem € ndo-vazia = aceita uma
sentenga de comprimento inferior a n”) ndo é tao ébvia, mas pode
ser verificada com auxilio do “Pumping Lemma”. Considere-se
weLM),|w|=m.

» Se m < n, entdo nada ha para demonstrar, e a hipétese é
trivialmente verdadeira.
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Questdes Decidiveis

Linguagem né&o-vazia

» Se, no entanto, m > n, entdo w pode ser reescrita como xyz com
xz € L(M),y # €,|xz] < m. Seguem, entdo, duas possibilidades:
|xz| > nou |xz] < n. Se |xz] < n, a hipotese estd demonstrada. Se,
por outro lado, |xz| > n, pode-se agora considerar w = xz e aplicar
o “Pumping Lemma” novamente, desta vez sobre tal cadeia.

> Através da iteragdo deste passo, é possivel obter cadeias de
comprimentos sucessivamente menores, enquanto o
comprimento da cadeia anterior for maior ou igual a n. Assim, é
possivel demonstrar a existéncia de uma sentenca de
comprimento inferior a n, pertencente a L.

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 16 de novembro de 2023  381/412



Questdes Decidiveis

Linguagem né&o-vazia

A condicéo suficiente do Teorema 11.1 pode também ser
compreendida através do seguinte raciocinio: partindo-se do estado
inicial, se o autbmato aceitar pelo menos uma cadeia, entao a
linguagem € n&o-vazia. Como o autémato possui n estados, entdo é
necessario que pelo menos um desses estados seja final, e também
acessivel desde o estado inicial.

Se o estado inicial for simultaneamente final, entdo a cadeia vazia é
aceita e a linguagem aceita pelo autémato € ndo-vazia. Observe-se
ainda que |e| < n, qualquer que seja o valor de n, uma vez que n > 1.
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Questdes Decidiveis

Linguagem né&o-vazia

Se o estado inicial ndo for simultaneamente final, entdo sera
necessario atingir pelo menos um dos outros n — 1 estados do
autébmato, o qual deve também ser final. Para isso, bastam cadeias de
comprimento maximo n — 1, inclusive, ja que cadeias de comprimento
maior ou igual a n possuem ciclos (conforme o “Pumping Lemma”), e
nao modificam o conjunto de estados que sdo acessiveis a partir do
estado considerado.
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Questdes Decidiveis

Linguagem né&o-vazia

Logo, se nenhuma cadeia de comprimento menor que n for aceita pelo
autémato, isso significa que:
» Nao existem estados finais no autémato, ou

» Os estados finais do autdbmato ndo sdo acessiveis desde o
estado inicial

e, portanto, a linguagem por ele aceita é vazia.

Em outras palavras, qualquer estado acessivel de um autémato finito
com n estados é alcancavel por meio de cadeias de comprimento
maximo n — 1. Se algum desses estados for final, entdo a linguagem
aceita é ndo-vazia. Caso contrario, é vazia.
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Questdes Decidiveis

Linguagem né&o-vazia

Para determinar se uma linguagem, aceita por um autémato finito com
n estados, é nao-vazia, basta verificar se o autbmato aceita alguma
sentenca de comprimento entre 0 (inclusive) e n— 1 (inclusive). Se
nenhuma dessas cadeias for aceita, pode-se concluir que a linguagem
€ vazia, sem testar quaisquer outras cadeias.

Para um autdmato finito com n estados, cujo alfabeto de entrada tenha
m simbolos, a quantidade de cadeias que devem ser testadas é dada
pela férmula:

n—1
Y m
i=0

pois, conforme pode ser verificado na Tabela 51, essa férmula
representa a quantidade total de cadeias distintas cujos comprimentos
estao entre 0 (inclusive) e n— 1 (inclusive), e que podem ser
construidas a partir de um alfabeto com m simbolos.
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Questdes Decidiveis

Linguagem né&o-vazia

Tabela 51: Quantidade de cadeias que podem ser obtidas a partir de um
alfabeto com m simbolos, com comprimento entre 0 e n — 1

Comprimento | Cadeias distintas | Cadeias distintas
0 1 m°
1 m m!
2 m*m m?
3 mxmsxm m?
n—1 M*mM*xms*...xm m"!
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Questdes Decidiveis

Exemplo 11.1

Seja L uma linguagem regular sobre o alfabeto {a,b,c} e aceita por um autdmato
finito M com trés estados. Entdo, para determinar se L € ndo-vazia, basta verificar se
alguma das seguintes cadeias € aceita por M:

» Comprimento 0 (uma cadeia): €
» Comprimento 1 (trés cadeias): a,b,c
» Comprimento 2 (nove cadeias): aa,ab,ac,ba,bb,bc,ca,cb,cc

Se alguma dessas 13 (= 1 + 3 + 9) cadeias for aceita por M, entdo L serd ndo-vazia.
Caso contrario, sera vazia.
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Questdes Decidiveis

Linguagem infinita

Teorema 11.2 “A linguagem L aceita por um autémato finito com n
estados é infinita se e somente se o autémato aceitar pelo menos uma
cadeiaw € X*,n < |w| <2n”

A condigéo “se” (aceita pelo menos uma cadeia w,n < |w| < 2n =
linguagem infinita) pode ser facilmente deduzida através do “Pumping
Lemma”: como |w| > n, entdo w pode ser reescrita como xyz, e

xy'z € L,Vi > 0. Logo, L é infinita.

A condigao “somente se” (linguagem infinita = aceita pelo menos uma
cadeia w,n < |w| < 2n) é demonstrada, por contradigao, a seguir.

Se L é infinita, entdo com certeza existem cadeias de comprimento
maior ou igual a n (pois a quantidade de cadeias com comprimento
menor ou igual a n é finita). Considere-se w € L(M),|w| > n.
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Questdes Decidiveis

Linguagem infinita

Se |w| < 2n, entdo ndo ha nada a demonstrar e a hipétese é
trivialmente verdadeira.

Se |w| > 2n, entdo, de acordo com o “Pumping Lemma”,

w = xyz,|xy| <n,1 < |y| <n. Logo, a cadeia xz também pertence a
L,|xz| < |wl|,|xz| = n (pois, como |w| > 2n e, na pior das hipdteses,
[yl = n, entao |xz| = [w| —[y| = n).

Duas possibilidades podem enté@o ocorrer com a cadeia xz: ou
|xz| > 2n ou |xz] < 2n.

Se |xz] < 2n, entédo a hipotese é verdadeira e o teorema esta
demonstrado.
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Questdes Decidiveis

Linguagem infinita

Se |xz| > 2n, pode-se considerar agora w = xz e aplicar o “Pumping
Lemma” novamente sobre essa cadeia. Através da iteracao deste
passo, enquanto o comprimento de w for maior ou igual a 2n, €
possivel obter cadeias de comprimentos sucessivamente menores,
porém sempre de comprimento maior ou igual a n. Logo,
necessariamente existe uma cadeia pertencente a linguagem, de
comprimento maior ou igual a n € menor que 2n, e 0 teorema esta
demonstrado.

Assim, se a linguagem for infinita, ela devera obrigatoriamente conter
pelo menos uma cadeia de comprimento entre n (inclusive) e 2n
(exclusive).
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Questdes Decidiveis

Linguagem infinita

A condigao “somente se” do Teorema 11.2 pode também ser
compreendida da seguinte forma: por se tratar de uma linguagem
infinita, e portanto ndo-vazia, o autbmato correspondente aceita pelo
menos uma cadeia wy, 0 < |wo| < n (ver Teorema 11.1).

Por outro lado, como se trata de uma linguagem infinita, entao é fato
qgue este autdmato possui pelo menos um ciclo, correspondente a
cadeia y, 1 < |y| < n (conforme o “Pumping Lemma”).

Logo, a combinagao desses resultados (ou seja, 0 “bombeamento” da
cadeia y na cadeia wy, resultando em uma nova cadeia cujo
comprimento corresponde a soma dos comprimentos minimos e
maximos das outras duas) garante a existéncia de pelo menos uma
cadeia wi, 1 < |w;| <2n—1, que € aceita pelo autdmato.
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Questdes Decidiveis

Linguagem infinita

Se |wi| > n, entdo a condigao esta provada. Se |w;| < n, pode-se
“bombear” y novamente, desta vez em wy, resultando na cadeia w»,
2< [wy| <2n—1.

A iteragao desse passo, enquanto w; < n, garante a existéncia de uma
cadeia wj, aceita pelo autdmato, tal que n < |wj| < 2n— 1, como se quer
demonstrar.

Em outras palavras, a existéncia de ciclos acessiveis desde o estado
inicial garante que o autdmato aceita pelo menos uma cadeia w tal
quen< |w| <2n—1.
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Questdes Decidiveis

Linguagem infinita

A principal aplicagao deste teorema se encerra no algoritmo por ele
sugerido, o qual permite determinar se a linguagem aceita por um
autémato finito com n estados € infinita ou ndo: basta verificar se o
autdbmato aceita alguma cadeia de comprimento entre n (inclusive) e
2n—1 (inclusive). Como a quantidade de cadeias com essa
caracteristica é finita, conclui-se ser sempre possivel determinar se
uma linguagem regular é infinita ou ndo, bastando para isso analisar,
exaustivamente, se alguma dessas cadeias pertence a linguagem
definida.

A quantidade de cadeias que devem ser testadas em um autémato
com n estados e cujo alfabeto de entrada possui m simbolos é dada

pela férmula:
2n—1

Y
i=n
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Questdes Decidiveis

Exemplo 11.2

Seja L uma linguagem regular sobre o alfabeto {a,b} e aceita por um autdémato finito
M com 2 estados. Entdo, para saber se L € infinita, basta verificar se alguma das
seguintes cadeias € aceita por M:

» Comprimento 2 (quatro cadeias): aa,ab,ba,bb
» Comprimento 3 (oito cadeias): aaa,aab,aba,abb,baa,bab,bba,bbb

Se alguma dessas 12 (= 4 + 8) cadeias for aceita por M, entdo L € infinita. Caso
contrdrio, conclui-se que a linguagem ¢ finita.
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Questdes Decidiveis

Linguagem finita

Teorema 11.3 “A linguagem L aceita por um autémato finito com n
estados é finita se e somente se o0 autdmato nao aceita nenhuma
sentenga w tal que n < |w| < 2n.”

Decorre diretamente do teorema anterior. L é infinita se e somente se
o autémato finito correspondente aceita pelo menos uma cadeia

w,n < |w| < 2n. Logo, se ndo existir nenhuma cadeia que satisfaga a
essa condicao, a linguagem L sera finita. Para determinar se, além de
finita, L € ndo-vazia, basta verificar se o autémato finito
correspondente aceita pelo menos uma cadeia de comprimento
menor do que n (Teorema 11.1).
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Questdes Decidiveis

A Tabela 52 resume os resultados até aqui obtidos.

Tabela 52: Cardinalidade de uma linguagem regular

L: uma linguagem aceita por um autémato finito com n estados
dwelL,|w <n?|3weLn<|w <2n? Lé..
Sim Sim Infinita
Sim Nao Finita, nao-vazia
Nao Nao Finita, vazia
Nao Sim N.A. (contradi¢céo)
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Questdes Decidiveis

Exemplo 11.3

Seja uma linguagem L, sobre o alfabeto {a}, aceita por um autdmato M; com trés
estados. Para determinar se L; € vazia, basta verificar se alguma das cadeias
pertencentes ao seguinte conjunto é aceita por M1: X = {€,a,aa}. Para determinar se
L, é infinita, deve-se verificar as cadeias do conjunto Y = {aaa,aaaa,aaaaa}.

Seja o autdmato M|, representado na Figura 63.

Figura 63: Autdbmato M, que aceita L; = {a,aa}, finita e ndo-vazia
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Questdes Decidiveis

E fécil perceber, neste caso, que L; (M;) = {a,aa} é finita e ndo-vazia. De fato, as
cadeias a,aa de X sdo aceitas por M. No entanto, nenhuma das cadeias
aaa,aaaa,aaaaa de Y sdo aceitas por M.

Suponha-se agora M, correspondente ao automato da Figura 64.

Figura 64: Autbmato M, que aceita L, = aa(aaa)*, infinita
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Questdes Decidiveis

A linguagem L, (M,) é, neste caso, aa(aaa)*, e portanto infinita. A infinitude de L, é
comprovada pelo fato de M, aceitar a cadeia aaaaa de Y. O fato de M, aceitar aa de
X indica que L, é ndo-vazia.

Por dltimo, considere-se M3 como sendo o autdmato da Figura 65.

(0 ——)

a

Figura 65: Autémato M; que aceita L = 0, finita e vazia

Nenhuma das cadeias €,a,aa de X € aceita por M3. Logo, como se pode comprovar
observando-se a Figura 65, L3 € vazia (e portanto finita).
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Questdes Decidiveis

Pertencimento

Teorema 11.4 “Seja L uma linguagem regular sobre AACY, e x € L*
uma cadeia. Entao, a questao o € L é decidivel”

SejaM = (0,A,9,q0,F) tal que L=L(M). O Algoritmo 11.1 mostra
como decidir se a cadeia o pertence ou nao a linguagem L.
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Questdes Decidiveis

Pertencimento

Algoritmo 11.1 “Determina se uma cadeia é sentenca da linguagem definida
por um autémato finito.”

» Entrada: um automato finito
M= (Q7A767q07F)7A g Z, e uma cadeia o € Z*;

» Saida: Se a € L(M), SIM; caso contrdrio, NAO;

> Método:
@ Obter M' = (Q,A,8',qo,F'), isento de transicoes em vazio, tal que
L(M') = L(M);

@ Determinar 8'(qq, @). Se 8'(qo, &) € F', entdo SIM; caso contrdrio, NAO.
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Questdes Decidiveis

Pertencimento

O Algoritmo 11.1 garante que qualquer cadeia pode ser analisada em
um numero finito de passos (ou tempo finito de processamento) em
um autdémato finito. Para isso, é suficiente garantir que 0 mesmo seja
isento de transicoes em vazio, o que implica a inexisténcia de ciclos
formados exclusivamente por transigées desse tipo, as quais
poderiam, eventualmente, provocar um processamento interminavel
da cadeia de entrada.
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Questdes Decidiveis

Exemplo 11.4
Considere-se o autdmato da Figura 66, que possui um ciclo formado por transi¢des
em vazio.

Figura 66: Autdmato com ciclo de transigcbes em vazio
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Questdes Decidiveis

Os movimentos executados por esse autdmato na andlise da cadeia ba ndo permitem
que o mesmo pare em qualquer configuracio, final ou ndo-final, como mostra a
seguinte seqiiéncia:

(90,ba) - (q1,ba) = (qo,ba) - (q1,ba) - (qo,ba) = (q1,ba) - ...

O autdmato equivalente, da Figura 67, € isento de transi¢des em vazio, e, portanto, de
ciclos formados por transi¢des em vazio.

Figura 67: Autdbmato equivalente ao da Figura 66, porém isento de ciclos
formados por transi¢cdes em vazio
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Questdes Decidiveis

Esse autdomato atinge a seguinte configurag@o de parada, para a mesma cadeia ba de
entrada, ap6s executar zero movimentagdes:

(6]0,[?61)

Portanto, por ndo se tratar de uma configuragéo final, a cadeia ba € rejeitada e ndo
pertence a linguagem definida pelos autdmatos das Figuras 66 e 67.
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Questdes Decidiveis

lgualdade

Teorema 11.5 “Sejam L, e L, duas linguagens regulares quaisquer.
Entao, a questado L, = L, é decidivel”

Considerem-se as linguagens Ly =L (M) CXj e Ly =L,(M,) CX5. A
condicao L; = L, pode também ser formulada como:

(LiNL)U(LiNLy) =0

onde as operag¢des de complementacéo se referem a qualquer
alfabeto X tal que (£, UX,) C X. Para decidir se L; = L,, deve-se
executar o Algoritmo 11.2.
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Questdes Decidiveis

lgualdade

Algoritmo 11.2 “Determina se duas linguagens regulares sdo idénticas.”
» Entrada: dois automatos finitos My = (Qy, X1, 81, qo1, F1) e M, = (O,
Ly, 8, qo2, F2);
» Saida: Se Ly (M) = L,(M>), SIM; caso contrdrio, NAO;
> Método:

@ Basta construir M3 tal que L3(M3) = (L NLy) U(Ly NLy). Se Ly =0,
entdo SIM; caso contrdrio, NAO

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 16 de novembro de 2023  407/412



Questdes Decidiveis

lgualdade

A construcdo de M3 pode ser efetuada diretamente a partir dos
algoritmos utilizados na apresentacao de resultados anteriores
(fechamento dos conjuntos regulares em relagao as operagdes de
unido, complementacéo e intersecgéo, respectivamente Teoremas
10.1, 10.2 e 10.3). Além disso, a questédo L3;(M3) = 0 pode ser
decidida em funcao do Teorema 11.1.
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Questdes Decidiveis

Totalidade

Teorema 11.6 “Seja M um autébmato que aceita L sobre X. Entéo, a
questdo L =X* é decidivel.

Esta questao pode ser decidida pelo Algoritmo 11.3.

Marcus Ramos (UNIVASF) LFA 2010-1 16 de novembro de 2023  409/412



Questdes Decidiveis

Totalidade

Algoritmo 11.3 “Determina se a linguagem aceita por um autémato finito é
xr

» Entrada: um automato finito M = (Q,X,8,qo,F);

» Saida: Se L(M) = X*, SIM; caso contrdrio, NAO;

> Método:

@ Basta construir M’ tal que L(M') = X* — L(M) = L(M). Se L(M") = 0,
entdo SIM; caso contrdrio, NAO.
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Questdes Decidiveis

Subconjunto

Teorema 11.7 “Sejam L; C X} e L, C X duas linguagens regulares.
Entao, a questado L, C L, é decidivel”

A condigéo L; C L, também pode ser formulada como:
(E* —Lz) NL; = L_zﬁLl =0

onde a operacado de complementacao se refere a um alfabeto X tal
que X, C X. Para decidir se L, C L,, basta executar o Algoritmo 11.4.
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Questdes Decidiveis

Subconjunto

Algoritmo 11.4 “Determina se uma linguagem regular é subconjunto de uma
outra linguagem regular.”
» Entrada: dois automatos finitos My = (Qy, X1, 81, qo1, F1) e M, = (O,
Yo, &, qo2, F2);
» Saida: Se Ly (M) C L,(M>), SIM; caso contrdrio, NAO;
» Método:

@ Basta construir M3 tal que L3y(M3) = Ly(M2) N Ly (My). Se Ly = 0, entdo
SIM; caso contrdrio, NAO.
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